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Vorwort

Sieben Publikationen zur Reaktionskinetik – entstanden in den Jah-
ren 1970 bis 1983 in enger Gemeinschaftsarbeit der Autoren Prof. Dr. Dr.
Horst Melcher und Dr. Ewald Gerth – sind in dem vorliegenden Buch
thematisch und methodisch zusammengestellt. Die einzelnen Artikel dieses
Buches sind jedoch für sich selbständig. Für englischsprachige Leser sind
am Ende eines jeden Artikels generell die zugehörigen Abstracts angefügt.

Die sieben in dem vorliegenden Buch enthaltenen Aufsätze bilden nur
eine exemplarische Auswahl aus der Fülle von Prozessabläufen, welche alle
Bewegungen in der Natur und sogar in der Gesellschaft bestimmen. Das ge-
meinsame Thema der Arbeiten ist die Beschreibung des Reaktionsverlaufes
als eine Kausalfolge Markowscher Prozesse, welche analytisch durch Ma-
trizen dargestellt werden kann. Die analoge Übertragung auf andere Anwen-
dungsgebiete mit prozessartigem Charakter offenbart eine überraschende
Multivalenz der Methode und liefert neue Einsichten.
Die mathematische Formulierung des reaktionskinetischen Vorganges ist
durch die Transformation des Vektors der an dem Reaktionssystem betei-
ligten Komponenten in einem vieldimensionalen Vektorraum – dem soge-
nannten

”
Reaktionsraum“ – gegeben und entspricht einer Multiplikation

des Komponentenvektors mit einer Resolventenmatrix. Jede Vertauschung
der Reihenfolge von Prozessabschnitten führt zu unterschiedlichen Ergeb-
nissen, ist also nichtkommutativ, was ein Wesensmerkmal aller Prozesse ist.

Die Publikation der Aufsätze erfolgte seinerzeit nur in wissenschaftlichen
Zeitschriften auf dem begrenzten Gebiet der DDR. Darum kam es zu dem
Beschluss, die Texte von den gedruckten Originalen neu aufzunehmen und
sie in einer Monografie einem breiteren Leserkreis zur Verfügung zu stellen.
Diese Arbeit wurde von dem Mitautor E. Gerth mit Hilfe des Textverar-
beitungsprogramms LaTeX 2e durchgeführt.

Die Herausgabe des Buches durch E. Gerth erfolgte im Einvernehmen
mit Prof. Dr. Dr. Horst Melcher.

Ewald Gerth

Potsdam, im Juni 2014

– III –
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Preface

Seven publications on reaction kinetics – which came into being in the
years from 1970 to 1983 in close cooperation of the authors Prof. Dr. Dr.
Horst Melcher and Dr. Ewald Gerth – are comprised in the present
book with their thematical and methodical relations. The single articles of
this booklet are self-contained for their own. For English-speaking readers
there are attached generally the abstracts at the end of each article.

The seven articles contained in the present book represent only an exem-
plary selection from a wealth of processes, which determine all motions in
nature and even in human society. The common theme of these publications
is the description of the reaction course as a causal sequence of stochastic
processes after Markov, represented analytically by matrices. The analo-
gous transformation to other fields of application with process-like charac-
ter reveals a surprising multivalence of the method and opens new insights.
The mathematical formulation of the reaction-kinetic process is given by the
transformation of a vector, constituted by the components participating in
the reaction system as a multidimensional vectorial space – the so-called “re-
action space”, and corresponds to a multiplication of the component vector
with a resolving matrix. Any exchange of the sequence of processing periods
yields different results, i.e., the exchange is non-commutative, which is an
essential trait of all processes.

The publication of these treatises appeared at that time only in scientific
journals within the restricted zone of the GDR. Therefore, it was decided by
the authors to scan the printed originals and to restore the text in a mono-
graph in order to render it at disposition for a wider circle of readers. This
task was performed by the co-author E. Gerth using the word processing
program LaTeX 2e.

The edition of the book by E. Gerth was performed in agreement with
Prof. Dr. Dr. Horst Melcher.

Ewald Gerth

Potsdam, June 2014

– IV –
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Ergänzende Bemerkung1

Die hier vorgelegten Arbeiten (sowie noch weitere) sind aus selbstgestell-
ten Problemen, Aufgaben und Fragen hervorgegangen.
Seinerzeit waren uns in unserer schaffensfrohen und produktiven Zeit Zwangs-
jacken einer Drittmittel-Einwerbung und eine hemmende Bürokratendiktatur
nicht bekannt.

Aus Alters- und Gesundheitsgründen sind mir heute wünschenswert er-
scheinende Erweiterungen nicht möglich.
Ich bin meinem Ko-Autor Dr. Ewald Gerth für seine jahrzehntelange Be-
gleitung sehr dankbar und herzlich verbunden.

Horst P. H. Melcher

1Anmerkung von E. Gerth zur Herausgabe des Buches:
Am 17. 6. 2014 wurde in einer gemeinsamen Besprechung der Autoren Prof. Dr. Dr. H. Melcher und
Dr. E. Gerth eine Endredaktion unter Vorlage des fertiggestellten Manuskriptes durchgeführt und dabei
Einvernehmen erzielt bezüglich der Herausgabe der Artikelserie als Buch durch E. Gerth. Außerdem
wurden von Prof. Melcher einige Ergänzungsvorschläge gemacht, welche auch die hier wiedergegebene
Bemerkung betreffen.

– V –
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Analytische Behandlung
und numerische Berechnung

der Umwandlungsreihen von Radionukliden
mit Hilfe von Matrixfunktionen2

Horst Melcher und Ewald Gerth

Für die Behandlung von Reaktionsproblemen in den verschiedensten Wissen-
schaftsgebieten (Chemie, Physikalische Chemie, Biologie, Kinetik, Kernphysik,
Photophysik, Statistik u.a.m.) erweist sich die Anwendung des Matrizenforma-
lismus als besonders geeignet. Die auf der Grundlage der Matrixalgebra ent-
wickelten Rechenprogramme sind vielseitig einsetzbar. In der vorliegenden Ar-
beit werden einige Berechnungsbeispiele für Umwandlungsreihen bei spontanen
Kernumwandlungen vorgestellt.

1 Einleitung

Die Arbeiten von A. Bach [1] und A. Endler [2] geben Veranlassung,
die von den Verfassern angegebene allgemeine Lösung ([3], [4], [5], [6]) für
Reaktionen 1. Ordnung beliebiger Art auf den Spezialfall einer analytischen
Behandlung der Umwandlungsreihen von Radionukliden anzuwenden, die
beispielsweise in den sogenannten

”
natürlichen Zerfallsfamilien“ oder bei

den Spaltprodukten im Reaktor auftreten.

Von A. Bach [1] wurden Matrizen nicht im Lösungsverfahren sondern
lediglich als Ordnungsschema angewendet, mit dem die auf konventionelle
Weise gewonnenen Lösungen des Reaktionssystems systematisiert wurden.
Das von A. Endler [2] angegebene Rechenprogramm für die Xenonvergif-
tung eines Reaktors verwendet ausschließlich Näherungslösungen ohne Be-
nutzung einer Matrixdarstellung. Analog zu den im folgenden dargelegten
Beispielen kann aber mit Hilfe der Matrizen-Rechenprogramme eine exakte
Lösung erhalten werden.

Zur Aufstellung der Algorithmen für die numerische Rechnung wird das
allgemeine Umwandlungsproblem durch eine Differentialgleichung in Matri-
zenform beschrieben. Die Lösung ergibt sich als Matrix-Exponentialfunktion
(Neumannsche Reihe), die aus der iterativen Lösung der äquivalenten Inte-
gralgleichung folgt. Hierbei spielen im Unterschied zur Laplace-Transfor-
mation Eigenwertprobleme keine Rolle, was sich u.a. für numerische Be-
rechnungen als vorteilhaft erweist.

2Wiss. Ztschr. Päd. Hochsch. Erfurt-Mühlhausen 9 (1973) 21-30.
Abstract – attached at the end of this article (page 20).
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2 Gesetz einer unverzweigten Umwandlungsreihe

in Matrixdarstellung

Die einzelnen Glieder der Konzentration ci einer Umwandlungsreihe sind
in Form einer Kette angeordnet, bei der jeweils ein Glied mit den beiden
benachbarten Gliedern zusammenhängt (Bild 1).

In der geordneten Aufeinanderfolge der einzelnen Nuklidarten gibt es nur
Übergänge zwischen benachbarten Zuständen. Da es sich um Folgereaktio-
nen handelt, sind die Übergänge einseitig gerichtet. Eine derartige Folge von
Zuständen eines Systems, bei der die Übergänge zwischen den Zuständen
zwar der Reihe nach streng geordnet sind, im Einzelfall aber zufällig (sto-
chastisch) erfolgen, erfüllt die Bedingungen einer Markowschen Kette.

Bild 1: Folgereaktionen als Markow-Kette

Die Theorie der Markowschen Ketten liefert die Wahrscheinlichkeiten
für die zufälligen Einzelprozesse. Für die Gesamtheit aller unabhängig von-
einander nach der gleichen Kette verlaufenden Prozesse kann man aus den
Wahrscheinlichkeiten Mittelwerte, d.h.

”
Erwartungswerte“, herleiten. Die

Nuklidkonzentrationen sind derartige Erwartungswerte, die als stetige Funk-
tionen darstellbar sind und mit denen im folgenden gerechnet werden soll.

Aus dem Reaktionsschema Bild 1 entnimmt man folgendes System linea-
rer Differentialgleichungen:

dc1

dt
= −λ1c1

dc2

dt
= λ1c1 − λ2c2

dc3

dt
= λ2c2 − λ3c3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ··
dcn

dt
= λn−1cn−1 − λncn (1)

Das System lässt sich zu einer Matrizengleichung zusammenfassen:

dc

dt
= Lc. (2)

Hierin ist c der Vektor der Nuklidkonzentrationen

2



c =




c1

c2

c3
...
cn




, (3)

und L ist die konstante quadratische Matrix der Übergangskoeffizienten

L =




−λ1 0 0 0 . . . 0
λ1 −λ2 0 0 . . . 0
0 λ2 −λ3 0 . . . 0
0 0 λ3 −λ4 . . . 0
...

...
...

... . . . ...
0 0 0 0 . . . −λn




. (4)

L stellt eine untere Dreiecksmatrix dar.

Die charakteristische Determinante mit der Einheitsmatrix 1

|1s− L| = 0 (5)

liefert als Lösung die Eigenwerte s1 = −λ1, s2 = −λ2, · · ·, sn = −λn, die mit
den Elementen der Hauptdiagonale der Matrix übereinstimmen. Die Lösung
nach dem allgemein bekannten Verfahren über Eigenwerte und Eigenvek-
toren ist aber nur anwendbar, wenn alle Eigenwerte reell und verschieden
sind. Als Lösung von (2) erhält man – siehe Gantmacher [8] –

c(t) = eLtc(0). (6)

Das ist das allgemeine Umwandlungsgesetz für Radionuklide, worin das ein-
fache Umwandlungsgesetz für eine einzige instabile Kernart als Spezialfall
enthalten ist,

c(t) = e−λtc(0). (7)

Dieses Gesetz (7) gilt z.B., wenn das Folgeprodukt nicht weiter zerfällt,
d.h. stabil ist, oder wenn c die Konzentration der Muttersubstanz ist, die
keinerlei Zuflüsse hat und die in der Reihe der Umwandlungsfolge allein
betrachtet wird.
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3 Lösungsverfahren

mit Hilfe der Laplace-Transformation

Ein Auffinden der Lösung von (2) ist mit Hilfe der Laplace-Transformation
möglich, die generell zur Lösung eines linearen Differentialgleichungssystems
geeignet ist. In der Ausgangsgleichung

d

dt
c = Lc(t) (8)

wird L zunächst als konstant vorausgesetzt. Diese Voraussetzung trifft für
die Umwandlungsreihen, in denen ja die

”
Umwandlungskonstanten“ (Über-

gangskoefflzienten) konstant sind, zu. Die zeitliche Abhängigkeit L(t) hin-
gegen spielt eine Rolle bei der Erzeugung

”
künstlicher“ Radionuklide im

Neutronenstrom eines Reaktors (siehe unter 5.).
Die Laplace-Transformation ermöglicht eine einfache Rechnung im Bild-

raum. Aus der Differentiation einer Funktion im Originalraum wird be-
kanntlich eine Multiplikation mit der unabhängigen komplexen Variablen s
im Bildraum. Man erhält dann

sc(s)− c(0) = Lc(s). (9)

Hierin ist c(0) die Integrationskonstante, die sofort die Anfangsbedingung
liefert und nicht erst aus einem Bestimmungs-Gleichungssystem ermittelt
zu werden braucht. Die Anfangsbedingungen sind die Konzentrationen der
einzelnen Nuklide in den verschiedenen Zuständen (Stufen), die durch den
Vektor c(0) gegeben sind.

Die Integraltransformation gestattet es, die konstante Matrix vorzuziehen.
Aus der Funktion im Originalraum wird durch die Transformation eine ent-
sprechende Funktion im Bildraum. Durch Umstellen und Ausklammern ge-
langt man von (9) zur linearen Vektortransformation im Bildraum

(1s− L)c(s) = c(0). (10)

Der Vektor, der sich im Bildraum ergibt, wird mit Hilfe der charakteri-
stischen Matrix in den Anfangsvektor transformiert. Die Gleichung wird
invertiert:

c(s) = (1s−L)−1c(0). (10a)

Nun ergibt sich aus dem Anfangsvektor der Endvektor im Bildraum. Die
inverse charakteristische Matrix, die von s abhängt, ist die Reaktionsmatrix
R(s) im Bildraum der Transformation. Um die Gleichung im Originalraum
zu erhalten, muss man zurücktransformieren:

c(t) = R(t)c(0). (11)

4



Damit ist die Grundgleichung (11) – eine lineare Vektortransformation –
gewonnen, um eine Umwandlungskette zu beschreiben. Hierin ist R(t) die
zeitabhängige Reaktionsmatrix, durch die der Vektor der Anfangszustände
c(0) (Ausgangsverteilung) in den Vektor der Endzustände c(t) der einzelnen
Glieder (Stufen) nach Ablauf der Reaktionszeit t transformiert wird.

Um die analytische Struktur der Reaktionsmatrix zu untersuchen, hat
man die inverse charakteristische Matrix (1s−L)−1 aus dem Bildraum in den
Originalraum der Laplace-Transformation zurückzutransformieren. Das
kann für jedes Matrixelement einzeln durchgeführt werden. Dass sämtliche
Elemente einzeln berechenbar sind, kann durchaus als Vorteil der Laplace-
Transformation betrachtet werden.

Die Laplace-Transformation macht die Lösung von Eigenwertproble-
men erforderlich, was mitunter einige Mühe bereitet. Diese gewisse Schwer-
fälligkeit der Laplace-Transformation umgeht man, indem das vorliegende
Umwandlungsproblem mit Hilfe einer Matrix-Exponentialfunktion (Neu-

mannsche Reihe) behandelt wird (siehe [3, 5, 6]), wobei eine Unterscheidung
der Fälle (12) und (13) nicht vorgenommen zu werden braucht.

Bei der Berechnung der inversen charakteristischen Matrix treten in den
Bildfunktionen Polstellen auf, die den Eigenwerten entsprechen. Darüber
hinaus ergeben sich aber noch Differenzen der einzelnen Koeffizienten. Hier-
bei muss man voraussetzen, dass alle Koeffizienten verschieden sind. Wenn
nämlich ihre Differenz Null ergibt, wird die charakteristische Matrix singulär
und ist mithin nicht invertierbar.

Die Elemente der Reaktionsmatrix für untereinander verschiedene Werte
λi sind durch folgende analytische Ausdrücke gegeben:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
k∏

h=i

λh

)
k∑

j=i

e−λjt

k∏
l=i
j 6=l

(λl − λj)
für i > k

Rik(t) = e−λit für i = k (12)

0 für i < k.

Im Falle gleicher Koeffizienten λ1 = λ2 = λ3 = · · · = λ ergibt sich
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Rik(t) =
1

(i− k)!
(λt)i−k e−λt für i ≥ k (13)

0 für i < k.
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Diese Funktionen (13) wurden auf Grund von Wahrscheinlichkeitsüberle-
gungen für die Transmission von Strahlungen durch Materieschichten ver-
wendet [4]. Neben diesem Spezialfall gleicher Übergangskoeffizienten wurden
dort [4, S. 152] bereits auch einige Betrachtungen für den allgemeineren Fall
unterschiedlicher Werte der Übergangskoeffizienten angestellt. Bei der Ana-
lyse und Deutung der Dosis-Effekt-Kurven [7] wurde bisher ausschließlich
der Spezialfall gleicher Übergangskoeffizienten betrachtet, so dass es an-
gezeigt erscheint, diese Umwandlungs- bzw. Überlebenskurven auch unter
der Voraussetzung unterschiedlicher Umwandlungskoeffizienten darzustel-
len. Damit würden dann die bisherigen häufig gekünstelten Ansätze entfal-
len.

Das nachstehend dargestellte Verfahren wurde in [3] entwickelt. Wegen
seiner Allgemeinheit ist es für die Beschreibung von beliebigen Reaktionen
1. Ordnung geeignet. Bei entsprechender Spezialisierung ist es demzufolge
auch für die Darstellung und für die numerische Berechnung von Umwand-
lungsreihen radioaktiver Nuklide vorteilhaft anwendbar.

4 Lösung durch Reihenentwicklung

der Matrix-Exponentialfunktion

Ein wesentlich übersichtlicheres Lösungsverfahren als die Laplace-Trans-
formation, das man auch für die numerische Behandlung aller möglichen
Spezialfälle gleichermaßen gut anwenden kann, ist durch die Reihenentwick-
lung der Matrix-Exponentialfunktion gegeben.
Die Integration von Gleichung (2) ergibt

c(t) = c(0) +
t∫

0

Lc(τ) dτ. (14)

Hierin ist c(0) der Vektor der Anfangskonzentration zum Zeitpunkt t = 0.
Die Gleichung (14) ist eine Volterrasche Integralgleichung mit konstan-
ter und somit zweifach ausgearteter Kernmatrix. Durch Iteration mit dem
ersten Näherungsansatz c(t) = c(0) erhält man

c(t) = c(0) + L tc(0) = (1 + Lt)c(0). (15)

Wiederholtes Einsetzen ergibt schließlich eine Neumannsche Reihe

c(t) = (1 + Lt +
1

2!
L2t2 +

1

3!
L3t3 + · · ·)c(0). (16)

Hierin ist der rechtsseitige Klammerausdruck von (16)
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eLt =
∞∑

k=0

(Lt)k

k!
(17)

die Reaktionsmatrix als Resolvente der Integralgleichung (14) in Form einer
Matrix-Exponentialfunktion.

Somit kann das Umwandlungsgesetz der Radionuklide gemäß Gl. (6)
durch c(t) = eLtc(0) (18)

dargestellt werden. Es gilt also ganz allgemein eine Exponentialform für die
Umwandlungsreihen – und nicht nur für einen einzelnen Übergang –, wenn
man die Verallgemeinerung der Matrix-Exponentialfunktion einführt.

Durch Gleichung (18) ist eine bessere Übersicht über alle Umwandlungs-
prozesse gegeben. Die Koeffizientenmatrix L enthält alle wechselseitigen Be-
ziehungen zwischen den Komponenten der Umwandlungsreihe.

Man kann auch ohne weiteres von der eingangs erwähnten Kettenstruktur
(Bild 1) der Umwandlungsreihen abgehen und Verzweigungen, zusätzliche
Quellen und dergleichen zulassen. Auch von außen induzierte Umwandlun-
gen – beispielsweise infolge Neutronenbestrahlung – lassen sich mit dieser
Darstellung erfassen.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass man mit Hilfe der Re-
solventenmatrix in der Lage ist, die Lösung in anderer Weise zu finden, als
es bisher üblich war. Hierbei spielen nämlich Eigenwertprobleme – vgl. La-

place-Transformation – überhaupt keine Rolle. Man braucht nur die ent-
sprechende Reihe anzusetzen und kann eine beliebige Koeffizientenmatrix
verwenden. Um die Lösung numerisch zu erhalten, hat man lediglich die Rei-
he für einen Rechenautomaten zu programmieren. Die Näherungsverfahren,
die man für die Bestimmung der Nullstellen von Polynomen anwendet, sind
hier nicht mehr erforderlich: Jedes Eigenwertproblem ist gegenstandslos,
also auch dasjenige für gleiche Übergangskoeffizienten.

5 Induzierte Aktivität in Kernumwandlungsreihen

Bei induzierten Kernumwandlungen, z.B. durch Neutronenbestrahlung, de-
ren Fluss zeitlichen Schwankungen unterliegt, sind auch die Übergangskoef-
fizienten zeitabhängig. Diese Koeffizienten νi ergeben sich aus dem Wir-
kungsquerschnitt σi des i-ten Nuklids der n betrachteten Komponenten des
Reaktionssystems und der Strahlungsflussdichte Φ zu

νi = σiΦ(t). (19)

7



Da für jedes Nuklid ein Wirkungsquerschnitt für den Neutroneneinfang exi-
stiert, der energieabhängig ist, lässt sich die Gesamtheit aller Wirkungs-
querschnitte zu einer Matrix S zusammenfassen:

SΦ(t) (20)

Zerfalls- und Aktivierungsreaktionen können somit in einem gemeinsamen
System dargestellt werden. Die Koeffizientenmatrix K(t) ergibt sich als
Summe der Zerfalls-Koeffizientenmatrix L und der Aktivierungs-Koeffizien-
tenmatrix SΦ(t) zu

K(t) = SΦ(t) + L. (21)

Die Reaktionsmatrix lässt sich ebenfalls durch eine Neumannsche Reihe
mit einfach ausgearteter Kernmatrix darstellen:

R(t) = 1 +
t∫

0

K(τ) dτ +
t∫

0

K(τ)
τ∫

0

K(τ ′) dτ ′ dτ + · · · (22)

Wenn im speziellen Fall der Neutronenfluss während der Dauer der Bestrah-
lung konstant ist, gilt

R(t1) = eKt = e(SΦ+L)t. (23)

Die Lösung ergibt sich jeweils durch eine Transformation des Vektors der
Nuklidkonzentrationen. Es sind auch mehrere sukzessive Transformationen
möglich. Wenn in zwei aneinander anschließenden Reaktionszeiten t1 und
t2 unterschiedliche Reaktionsmatrizen R1 und R2 gelten, wird der Anfangs-
vektor zunächst in

c(t1) = R1(t1)c(0) (24)
und danach in

c(t1 + t2) = R2(t2)c(t1) = R2(t2)R1(t1)c(0) (25)

mit der resultierenden Reaktionsmatrix

R1,2(t1 + t2) = R2(t2)R1(t1) (26)

als Produkt beider Reaktionsmatrizen transformiert.
Die Vertauschung der Reihenfolge beider Reaktionen führt im allgemei-

nen zu unterschiedlichen Reaktionsergebnissen, da die Vertauschungsrelati-
on der Matrizenmultiplikation nicht erfüllt ist,

R2R1 − R1R2 6= O, (27)

wobei O die Nullmatrix ist.

Damit gilt auch

eLt2eKt1 6= eKt1eLt2. (28)
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Bei einer zeitlich veränderlichen Bestrahlung kann man die Reaktion in
einzelne Abschnitte zerlegen:

R1,2,···m(
∑

i

ti) = R(tm) · · · R(t2)R(t1). (29)

Handelt es sich bei den ti um infinitesimale Zeitintervalle 4τi, so gilt nähe-
rungsweise

R(4τi) ≈ eK(τi)4τi ≈ 1 + K(τi)4τi, (30)

wenn man die Reihe der Matrix-Exponentialfunktion nach dem linearen
Glied abbricht. Die gesamte Reaktionsmatrix ergibt sich im Grenzfall einer
ausgezeichneten Zerlegungsfolge mit tmax → 0 und m →∞ zu

R(t) =
t∫

0

eK(τ)dτ =
_ t∫

0

(1 + K(τ)dτ) (31)

als Volterrasches Produktintegral.

Die Resolventenmatrix als Neumannsche Reihe und das Volterrasche
Produktintegral sind also äquivalent. Für K(τ) = Const liefert das Produk-
tintegral wieder die Matrix-Exponentialfunktion:

R(t) = eK(t). (32)

6 Aktivität und Zählrate bei Umwandlungsreihen

Die Aktivität A ist durch die in der Zeiteinheit erfolgenden Umwandlungen
von N Atomkernen gegeben,

A = Nλ ; (32a)

hierin ist λ die Umwandlungskonstante, die mit der Halbwertzeit T eines
gegebenen Radionuklids durch

λ =
ln2

T
(33)

zusammenhängt.

Die Gesamt- oder Teilaktivitäten müssen innerhalb der Umwandlungsreihen
durchaus nicht immer mit Notwendigkeit in allen Zeitabschnitten geringer
werden, siehe Bild 4 und Bild 5.
Die Beziehung für die Aktivität (

”
Zerfallsgesetz“)

A = λN = λN0e
−λt = A0e

−λt (34)

gilt nur für den speziellen Fall, wenn nämlich ein Radionuklid in ein stabiles
Nuklid zerfällt, bzw. wenn die Zerfälle aller Folgeprodukte nicht mitgezählt
werden.
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Es ist also allgemeiner, von Umwandlungen anstatt von Zerfällen zu spre-
chen. Das Anwachsen von Gesamt- oder Teilaktivität in den Ketten aufein-
ander folgender spontaner Kernprozesse wird durch den Begriff

”
Umwand-

lung“ besser erfasst als durch
”
Zerfall“. Die Zahl der je Zeiteinheit erfolgen-

den Umwandlungen ist nicht in allen Fällen gleich der Zahl der in dieser Zeit-
einheit emittierten Korpuskeln plus Quanten. (Hierbei steht Korpuskel für
Teilchen mit endlicher Ruhmasse und Quant für Teilchen mit der Ruhmas-
se Null.) Bei der über die gemessene Zählrate z zu ermittelnden Aktivität
hat man den Wirkungsgrad W ≤ 1 der Messanordnung zu berücksichtigen,
A = z/W .

Für die spezifische Aktivität a gilt entsprechend Gl. (32a)

a = λc. (35)

Die Gesamtaktivität aller n Komponenten des Systems ergibt sich als die
Summe

A =
n∑

i=1
λiNi ; (36)

entsprechend gilt für die gesamte spezifische Aktivität

a =
n∑

i=1
λici. (37)

Man erhält diese Summe auch, indem man den Spaltenvektor der Nu-
klidkonzentrationen c mit dem Zeilenvektor der Zerfallskonstanten

l = (λ1 λ2 λ3 · · · λn) (38)

multipliziert, nämlich als Skalarprodukt

a = lc. (39)

Zur Berechnung der Aktivitäten der einzelnen Komponenten transformiert
man c mit der Diagonalmatrix der Umwandlungskonstanten

Dλ =




λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
0 0 λ3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λn




(40)

und erhält den Spaltenvektor der spezifischen Aktivitäten

a = Dλc. (41)
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Die Gleichungen (39) und (41) gelten nur für geradlinige Ketten ohne Ver-
zweigungen.

Im Falle von Verzweigungen ist für Gl. (38) der
”
Eigenwert-Zeilenvektor“

ls = −(s1 s2 s3 · · · sn)

und für Gl. (40) die
”
Eigenwert-Diagonalmatrix“ einzusetzen:

Ds =




−s1 0 0 . . . 0
0 −s2 0 . . . 0
0 0 −s3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . −sn




. (42)

Die Darstellung
a = Dsc (43)

gestattet zudem die linksseitige Multiplikation mit einem weiteren Zeilen-
vektor w, in dem die Nachweiswahrscheinlichkeit des Detektors, die Ener-
gieausbeute oder die Multiplizität enthalten sein können.
So ist beispielsweise die Zählrate z darstellbar durch

z = wa (44)

z(t) = wDse
Ltc(0). (45)

Die Zählrate ist also eine skalare Zeitfunktion, die eine Selektion durch Aus-
wahl und partielle Summierung bewirkt. Wegen des Informationsverlustes
bei der Skalarmultiplikation kann man von der Zählrate aus nicht ohne wei-
teres auf die Komponenten-Zusammensetzung schließen. Zur Identifizierung
der Komponenten bedarf es anderer physikalisch-chemischer Methoden.

7 Numerische Lösung für zwei Beispiele

Die numerische Lösung der Darstellung der Nuklidkonzentrationen und be-
liebiger Skalarprodukte (Aktivität, Zählrate usw.) als Zeitfunktionen wur-
de mit Hilfe eines Programmes für den polnischen Digitalrechenautomaten
ODRA 1204 durchgeführt, worauf hier nicht eingegangen wird. Im Hinblick
auf die weitere Entwicklung der Rechentechnik ist für die Anwendung oh-
nehin stets neu zu programmieren. Die Algorithmen für den Rechengang
ergeben sich aus dem voranstehend dargelegten analytischen Ansatz3.

3Rechengang der folgenden Berechnungen: In den Rechner wurden zunächst die Koeffizientenmatrix
und die Schrittweite eingegeben. Hieraus berechnete er die Resolventenmatrix für das Zeitintervall 4t.
Der einzugebende Anfangsvektor wurde dann der Schrittzahl entsprechend oft mit der Reaktionsmatrix
transformiert und jeweils ausgedruckt. Der Spaltenvektor wurde mit den selektierenden Zeilenvektoren
skalar multipliziert, und die Skalarprodukte wurden ebenfalls ausgedruckt.
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7.1 Uranreihe

Das Schema der Uranreihe für 238U ist im Bild 2 dargestellt.

Bild 2: Schema der Umwandlungsreihe des 238U
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Für die Berechnung eines gegebenen Systems besteht die Aufgabe darin, an
Hand des Reaktionsschemas das Differentialgleichungssystem aufzustellen
und daraus die Koeffizientenmatrix zu entnehmen. Sind die Koeffizienten
numerisch bekannt, so kann man die Matrix als Datenstreifen dem Rechner
eingeben. Entsprechendes gilt auch für die Vektoren. Das Speichervermögen
des Rechenautomaten reicht zur Berechnung von Matrizen bis zur 31. Ord-
nung aus. Eine zu berechnende Umwandlungsreihe kann danach also maxi-
mal 31 Komponenten4 enthalten.

In das Differentialgleichungssystem dieser Reihe (Bild 3) werden die aus
Bild 2 zu entnehmenden Werte eingesetzt, wodurch sich die L-Matrix für
den Datenstreifen ergibt. Hierbei wurden die Halbwertzeiten als fehlerfrei
betrachtet, so dass die Stellenzahl für die Umwandlungskonstanten mit
sechs Dezimalstellen gewählt wurde – nicht zuletzt deshalb, um auch einen
möglichen Rundungsfehler des Rechenautomaten zu kontrollieren, da die
Umwandlungskonstanten über 21 Zehnerpotenzen variieren (siehe Bild 3).

Unter der Voraussetzung, dass sich bis zum 222Rn ein radioaktives Dauer-
gleichgewicht eingestellt hat und keine Nuklide der Folgeprodukte vorhan-
den sind, wurde als spezielles Beispiel für diese Reihe der Aktivitätsverlauf
von 222Rn mit seinen Folgeprodukten ausgedruckt.

Verteilungswahrscheinlichkeiten:

w3,4 = 0,0015 w3,4λ3 = 0,14685225·10−4

w3,5 = 0,9985 w3,5λ3 = 0,9775464775·10−2

w9,10 = 0,9996 w9,10λ9 = 0,3786144936·10−2

w9,11 = 0,0004 w9,11λ9 = 0,1515064·10−5

w12,13 = 0,9996 w12,13λ12 = 0,5832196188·10−3

w12,14 = 0,0004 w12,14λ12 = 0,2333812·10−6

w16,17 = 0,9999995 w16,17λ16 = 0,16044991978·10−5

w16,18 = 0,0000005 w16,18λ16 = 0,80225·10−12

4Anmerkung bei der Textbearbeitung im Jahre 2014:
Die Angabe der Leistungsfähigkeit des Rechners ODRA 1204 bezieht sich auf den damaligen Stand der
Rechentechnik – also etwa von 1970. In der nachfolgenden Zeit nahm die Computertechnk einen enormen
Aufschwung, welcher u. a. die Organisation der Datenverarbeitung, die Speicherkapazität, die Rechenge-
schwindigkeit und die graphische Darstellung betrifft. Somit entfällt die hier angegebene Begrenzung der
Matrix auf den Rang 31. Es ist daher ohne weiteres möglich, das gesamte Nuklidschema aller radioak-
tiven Übergänge in einer ”globalen Reaktionsmatrix“ vom Rang 260 (maximale Anzahl der Nukleonen
eines Atomkerns bis zu den Transuranen mit allen Isotopen) unterzubringen und die Reaktionsmatrix für
beliebige Übergänge mit den entsprechenden Untermatrizen simultan zu berechnen.

13



Bild 3: Differentialgleichungssystem der 238U-Reihe

Bild 4: Maxima beim Aktivitätsverlauf von Radon mit seinen Folgeprodukten
(η bedeutet Schrittzahl im Rechengang.)
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Die zu Beginn der Messung vorliegende Radon-Aktivität klingt mit der
Zeit ab (T = 3,824 d); zugleich aber steigt die Aktivität der Folgeprodukte
(RaA ≡ 218

84Po, RaB ≡ 214
82Pb usw.) an. Die resultierende Gesamtaktivität

wächst auf Grund der kleineren Halbwertzeiten der Folgeprodukte wesent-
lich rascher an, so dass sich schließlich ein Maximum ausbildet.

Verfolgt man gesondert die Kurven für die Alpha- und Beta-Aktivität,
so findet man, dass sich zunächst das Maximum für die Beta-Aktivität bei
t = 3 h 29 min 6 s, sodann das Maximum für die Gesamtkurve (Alpha- plus
Beta-Aktivität bei t = 3 h 46 min 12 s und schließlich das Maximum für
die Alpha-Aktivität bei t = 3 h 49 min 18 s ausbildet (Bild 4).
Nach dem Überschreiten des Maximums klingt die Gesamtaktivität zunächst
über einen längeren Zeitraum (etwa) mit der Halbwertzeit des vergleichs-
weise längstlebigen Nuklids ab (Bild 5).

Das Maximum der Gesamtaktivität für die Rn-Umwandlung lässt sich
z.B. in Praktikumsversuchen5 experimentell bestätigen, allerdings nicht mit
der hier angegebenen Genauigkeit im Sekundenbereich. Die Summe aller
Komponenten müsste in allen Umwandlungsstadien konstant bleiben. Das
Rechenergebnis, dass diese Summe (Bild 5) dennoch mit der Zeit kleiner
wird, ist auf den Rundungsfehler im Rechenautomaten zurückzuführen.

Bild 5: Aktivitätsverlauf von Radon mit seinen Folgeprodukten

5Horst Melcher: Handbuch der experimentellen Schulphysik Band 10, Zweiter Teil: Kernphysik,
S. 95-394. Aulis Verlag Deubner & Co KG · Köln · 1969
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7.2 Umwandlung von Gold in Quecksilber

Bild 6: Reaktionsschema und Differentialgleichungssystem
für die Umwandlung von Gold in Quecksilber
durch Neutronenbeschuss

Setzt man Gold, von dem nur ein einziges Isotop, nämlich 197
79Au, stabil

vorkommt, einem Neutronenfluss aus, so wird 198
79Au erzeugt, das sich in das

stabile 198
80Hg umwandelt. Während der Einwirkung des Neutronenstromes

auf das Goldtarget, in dem zur Zeit t = 0 nur 197
79Au-Kerne vorhanden sind,

werden schließlich auch die folgenden Umwandlungsprodukte 198
79Au, 199

79Au,
200
79Au usw. sowie die stabilen Hg-Isotope 198

80Hg, 199
80Hg, 200

80Hg, 201
80Hg entstehen,

die – je nach Dauer der Bestrahlung – ebenfalls der Neutroneneinwirkung
unterliegen, so dass u.U. auch radioaktive Hg-Isotope entstehen können.

Die entstehenden Nuklidmengen hängen – außer von der Bestrahlungs-
dauer – von der Neutronenflussdichte Φ und von den Wirkungs- bzw. Ein-
fangquerschnitten σi ab, die Funktionen der Neutronenenergie sind.

Das Reaktionsschema und das Differentialgleichungssystem der Aktivie-
rung von Gold sowie die Umwandlung in Quecksilber sind im Bild 6 darge-
stellt.

Für die Aktivierungsphase gilt bei zeitlich konstanten Neutronenfluss Φ

c(ta) = e(SΦ+L)tac(0). (46)
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Der Konzentrationsverlauf für die Abklingphase ist gegeben durch

c(t) = eLtc(ta)

= eLte(SΦ+L)tac(0). (47)

Die Matrix der Wirkungsquerschnitte hat die Gestalt

L =




−σ1 0 0 0 0 0 0
σ1 −σ2 0 0 0 0 0
0 σ2 −σ3 0 0 0 0
0 0 σ3 −σ4 0 0 0
0 0 0 σ4 −σ5 0 0
0 0 0 0 σ5 −σ6 0
0 0 0 0 0 σ6 −σ7




.

(48)

Für die Matrix der Umwandlungskonstanten gilt

L =




−λ1 0 0 0 0 0 0
0 −λ2 0 0 0 0 0
0 0 −λ3 0 0 0 0
λ1 0 0 −λ4 0 0 0
0 λ2 0 0 0 0 0
0 0 λ3 0 0 0 0
0 0 0 λ4 0 0 0




. (49)

Der dem polnischen Rechenautomaten ODRA 1204 eingegebene Datenstrei-
fen berücksichtigt folgende Werte:

Φ = 1014cm−2s−1

λ1 = 0;
λ2 = 0, 297129 · 10−5s−1; λ3 = 0, 254682 · 10−5s−1;
λ4 = 0, 238685 · 10−3s−1; λ5 = 0; λ6 = 0; λ7 = 0;
σ1Φ = 9, 88 · 10−9s−1; σ2Φ = 2, 58 · 10−6s−1; σ3Φ = 3 · 10−9s−1;

σ4 ist bisher nicht bekannt; in der Rechnung wurde σ4 = 0 gesetzt.

Die mit diesen Angaben berechneten Aktivitäts- bzw. Konzentrationsver-
läufe sind im Bild 7 dargestellt. Man entnimmt dieser Darstellung, dass die
Gesamtaktivität sowie die Teilaktivitäten der Gold-Isotope 198, 199 und
200 abklingen, wenn die Aktivierungsphase beendet ist.
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Während der Abklingphase, die im vorliegenden Fall bei t = 8,64 ·105s be-
ginnt, hält die Nachbildung der Quecksilber-Isotope durch Zerfall der Gold-
Isotope noch weiter an und erreicht für ta →∞ einen Sättigungswert.

Bild 7: Umwandlung von Gold in Quecksilber durch Neutronenbeschuss
(Die eingekreisten Ziffern kennzeichnen die Konzentrationsverläufe
der Komponenten. Die Differenz 21,4842988-21,4805926 ist ein Maß
für die umgewandelten 197Au-Kerne.)

Im Bild 8 ist der Verlauf der Gesamtaktivität dargestellt, wenn die Aktivie-
rungsdauer ta = 2,88 ·105s = 3 d 8 h beträgt. Man erkennt deutlich, dass
sich der Kurvenverlauf aus drei (quasi)geraden Teilstücken zusammensetzt.
Die Analyse einer solchen Umwandlungskurve würde entsprechend drei ver-
schiedene Halbwertzeiten für die drei Radionuklide liefern.

Bild 8: Kurve für die Gesamtaktivität,
die sich in drei (quasi)-gerade Teilkurven für drei aktive Gold-Isotope
zerlegen bzw. zusammensetzen lässt
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Abschließende Bemerkung
Die in diesem Aufsatz beschriebene analytische Behandlung und numeri-

sche Berechnung von radioaktiven Umwandlungsprozessen beschränkt sich
nur auf die Uran-Reihe (als Beispiel für immanent-spontane Übergänge) und
die Umwandlung von Gold in Quecksiber (als Beispiel für extern-induzierte
Übergänge). Darüber hinaus lassen sich auch alle anderen radioaktiven Pro-
zesse in den verschiedenartigsten Relationen der Komponenten – Reihen,
Ketten, Verzweigungen, Gemische usw. – mit den hier exemplarisch vorge-
stellten Verfahren analytisch behandeln und numerisch berechnen.

Die Verfasser danken den Herren Detlefs, Michaelis und Sujata von der
Rechenstelle des Instituts für Schiffbau Rostock (Schiffbauversuchsabtei-
lung Potsdam-Marquardt) für die Unterstützung bei der Aufstellung des
Rechenprogramms und die Durchführung der Rechnungen.
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[6] Melcher, H., und Gerth, E.: Lösung des stationären Strahlungstransportproblems
für Energiestreuung mit Hilfe von Matrizenfunktionen.
Kernenergie 16 (1973) 47–52

[7] Melcher, H.: New Aspects for the Interpretation
of Dose-Effect- and Transmission-Curves.
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Analytical treatment and numerical calculation

of conversion series of radionuclides

by means of matrix functions

Horst Melcher and Ewald Gerth

Abstract

The analytical treatment of a process of radioactive reactions accompanied
with conversion of chemical elements (spontaneous decay or build-up of the
nucleus by capture of neutrons) can be afforded advantageously formulating
the system of linear differential equations by matrices, which yields at once
an exact solution in its full entirety.

The solution is given by a matrix transformation of the nuclide com-
ponents arranged as a vector of the nuclides, which is transformed in a
“reaction space” by a resolving matrix during a transition process from an
initial composition to the end composition.

The resolving matrix is represented as an expansion of a matrix ex-
ponential function, yielding immediately the algorithm for the numerical
calculation in a computer program.

The linearity of the system of differential equations offers also the solu-
tion by using the Laplace-transformation, which is discussed concerning
advantages and disadvantages compared to the expansion of the matrix
exponential function (Neumann’s row).

The application of vector algebra gives some interesting insight into the
interconnection of the reacting components of the system: Thus, successive
processes with different transition coefficients are commonly not commuta-
tive because of the non-commutativity of matrix-multiplication. The mea-
sured total radioactivity of the element composition is the scalar product of
the column vector of nuclides and the row vector of detection probability.
Every selected transition system is represented as a submatrix of the “global
reaction matrix” comprising all possible nuclear transitions from hydrogen
to transuranium.

Some numerical examples are given for the calculation of the uranium
row and the conversion of gold to mercury.
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Behandlung von Strahlungstransportproblemen

mit Matrixfunktionen1

Horst Melcher und Ewald Gerth
Herrn Nationalpreisträger Prof. Dr. habil. C. F. Weiss,

Mitglied der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
in Hochachtung und Dankbarkeit zur Vollendung seines 70. Lebensjahres gewidmet.

In Weiterführung des von Melcher [1] für verschiedene Strahlenarten aufge-
fundenen einheitlichen Transmissionsgesetzes wird in der vorliegenden Arbeit
eine Formulierung des Transmissionsgesetzes mit Hilfe von Matrixfunktionen
vorgenommen. Dabei zeigt es sich, dass das von Melcher angegebene Trans-
missionsgesetz eine spezielle Lösung der Boltzmannschen Integrodifferential-
gleichung des Strahlungstransportes ist, wobei der Kern dieser Gleichung durch
eine Matrixfunktion dargestellt werden kann.

Einleitung

Die Vielfalt der physikalischen Transporterscheinungen – z.B. der Strömung,
der Diffusion und der Strahlung – wird allgemein durch eine von Boltz-

mann aufgestellte Integrodifferentialgleichung umfasst, deren Lösung eine
analytische Beschreibung des betreffenden Problems liefert.

Die mathematische Behandlung dieser Integrodifferentialgleichung er-
weist sich als sehr schwierig; eine allgemeine Lösung ist bisher noch nicht
gefunden worden. Lediglich für eine Reihe von Spezialfällen lassen sich
Lösungen in geschlossener Form angeben.

Im Falle der Transmission von Strahlung durch Materie-Schichten kann
die Integrodifferentialgleichung durch Spezialisierung stark vereinfacht wer-
den, so dass eine dem speziellen Problem angemessene analytische Lösung
angegeben werden kann.

1 Die Aufstellung der Integrodifferentialgleichung
für Strahlungstransportvorgänge

Die Transportvorgänge werden durch die funktionale Abhängigkeit des Strah-
lungsflusses ϕ von dem Positionsvektor r, der Teilchengeschwindigkeit v und
der Zeit t beschrieben:

dϕ = ϕ(r, v, t). (1)

Das totale Differential von (l) ergibt

dϕ =
∂ϕ

∂r
dr +

∂ϕ

∂v
dv +

∂ϕ

∂t
dt, (2)

1Wiss. Zeitschr. Päd. Hochsh. Erfurt-Mühlhausen, 8 (1972), 3-10.
Abstract: – attached at the end of this article (page 43).
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bzw. nach Einführung eines Ortsgradienten und eines Geschwindigkeitsgra-
dienten –

dϕ = gradr ϕ dr + gradv ϕ dv +
∂ϕ

∂t
dt. (3)

Daraus folgt für die totale zeitliche Änderung des Strahlungsflusses

dϕ

dt
= v gradr ϕ + a gradv ϕ +

∂ϕ

∂t
. (4)

Hierin ist a = dv
dt

die Beschleunigung, die sich auf Grund der Einwirkung
einer äußeren Kraft ergeben kann.

Der Geschwindigkeitsvektor v kann nach Betrag v und Richtung (Normalen-
vektor n) getrennt werden. Das ist erforderlich, um weiter unten die skalare
Größe Energie E einzuführen,

v = nv .

Damit schreibt man an Stelle von (l)

ϕ = ϕ(r,nv, t). (1a)

Nunmehr soll die Bilanz des Strahlungsflusses im Zeitelement dt bestimmt
werden, in dem die gestreuten Teilchen längs einer Raumdimension (r → r′)
den Weg dr′ zurücklegen. (Die Größen der gestreuten Teilchen werden durch
einen Strich gekennzeichnet.) Die Menge der Teilchen eines vorgegebenen
Geschwindigkeitsbereiches dv erfährt längs des Weges dr′ Änderungen in-
folge von Streu- und Absorptionsprozessen. In das betrachtete Geschwin-
digkeitsintervall können aus anderen Geschwindigkeitsbereichen einerseits
Teilchen hineingestreut, andererseits aber auch aus diesem Intervall her-
ausgestreut werden. Der differentielle Strahlungsfluss der hineingestreuten
Teilchen wird mit (dϕ)in und der herausgestreuten Teilchen mit (dϕ)ex be-
zeichnet. Schließlich sind noch Quellen im Streugebiet zu berücksichtigen,
von denen der differentielle Strahlungsfluss (dϕ)Qu ausgeht.

Aus der Bilanz der drei Anteile der zeitlichen Änderung des Strahlungsflus-
ses, dargestellt durch die Summe

dϕ

dt
= (

dϕ

dt
)ex + (

dϕ

dt
)in + (

dϕ

dt
)Qu, (5)

ergibt sich die Boltzmannsche Integrodifferentialgleichung des Strahlungs-
transportes, indem man für die einzelnen Anteile die folgenden Beziehungen
einsetzt:

1. Herausstreuung:

(dϕ)ex = −St(v
′) ϕ(r,n′v′, t) dr′ (6)

St(v
′) ist der totale Streukoeffizient der Winkel- und Energiestreuung.
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2. Hineinstreuung:

(dϕ)in = +
∞∫

0

∫

4π

S(v) g(n′v′,nv) ϕ(r,nv, t) dn dv dr′ (7)

S(v) ist der Koeffizient der Hineinstreuung und g(n′v′,nv) eine Übergangs-
wahrscheinlichkeitsfunktion für die Streuprozesse.

3. Zusätzliche Quellen im Feld:

(dϕ)Qu = +Q(r,n′v′, t) dr′ (8)

Damit lautet die Boltzmannsche Integrodifferentialgleichung in geschlos-
sener Form:

n′gradrϕ(r,n′v′, t) + a
v′n

′gradrϕ(r,n′v′, t) + 1
v′

∂ϕ(r,n′v′,t)
∂t =

= −St(v
′) ϕ(r,n′v′, t) +

∞∫

0

∫

4π

S(v) g(n′v′,nv) ϕ(r,nv, t) dn dv + Q(r,n′v′, t).

(9)

2 Spezialisierung der Transportgleichung

für das Problem der Transmission

von Kernstrahlung durch Materieschichten

Den folgenden theoretischen Betrachtungen liegt eine spezielle (fiktive) Mes-
sanordnung zugrunde: Die Transmission von Strahlungen durch Materie-
schichten wird in der (meistens üblichen) Anordnung gemessen, in der ein
paralleles Strahlenbündel einer außerhalb der Schicht befindlichen Quelle
die Schicht durchsetzt und in einen Detektor eintritt, der sich ebenfalls aus-
serhalb der betrachteten Schicht befindet.

Für dieses Problem der Transmissionsmessung – z.B. bei Kernstrahlun-
gen – werden nun einige einschneidende Vereinfachungen der allgemeinen
Gleichung (9) vorgenommen:

1. Auf den Strahlungsfluss sollen keine äußeren Kräfte einwirken,
d.h., es gilt a = 0, und damit verschwindet das zweite Glied in Gl. (9).

2. Der Vorgang wird als ein stationärer Prozess betrachtet,
d.h., es liegt keine Zeitabhängigkeit der Quellstärke vor:
Mit ∂ϕ/∂t = 0 verschwindet das dritte Glied in Gl. (9).
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3. Es sollen im streuenden Bereich keine Quellen vorhanden sein.
Mit Q(r,n′v′, t) = 0 verschwindet auch das letzte Glied in Gl. (9).
Die Quelle des konstanten Strahlungsflusses befindet sich außerhalb der
streuenden Schicht.

4. Die Winkelstreuung soll unberücksichtigt bleiben.
Die Transmission wird also nur in einer Richtung betrachtet, so dass
man den Ortsgradienten (erstes Glied) als Differentialquotienten der
Wegkoordinate x schreiben kann.

Damit erhält man nun als Transportgleichung für einen kräfte- und quel-
lenfreien, homogenen, stationären Strahlungsfluss der Energie E – statt der
in Gl. (3) angegebenen Geschwindigkeit –

∂ϕ(E ′, x)

∂x
= −ϕ(E ′, x)

E′∫

0

Nσ∗(E ′, E) dE+
∞∫

E′
Nσ∗(E ′, E) ϕ(E, x) dE. (10)

Hierin bedeuten σ den atomaren Wirkungsquerschnitt, σ∗ den auf das Ener-
gieintervall dE bezogenen (differentiellen) Wirkungsquerschnitt

σ∗(E1, E) =
dσ(E ′, E)

dE
, (11)

ϕ(E) die energetische Verteilungsfunktion des Strahlungsflusses Φ

ϕ(E) =
dΦ(E )

dE
(11a)

und N die Anzahl der Atome in der Volumeneinheit der Streusubstanz.

Für den Gesamtwirkungsquerschnitt σg und den Gesamtstrahlungsfluss Φg

gelten die Beziehungen

σg(E) =
∞∫

0

σ∗(E ′, E) dE ′ (11b)

und

Φg =
∞∫

0

ϕ(E ) dE . (11c)

Bei dem betrachteten physikalischen Problem treten nur solche Energieän-
derungen auf, die von höheren zu niedrigeren Energien führen; das bedeu-
tet, dass bei einem Streuakt das Teilchen nur Energie verlieren, niemals
aber gewinnen kann. Somit ist die Richtung der Energieänderung festge-
legt: E −→ E ′.
Demzufolge ist σ∗(E ′, E) = 0 für E ≤ E ′.
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Gl. (10) ist in der vorliegenden Gestalt für eine Lösung schwer zugänglich.
Durch eine charakteristische Eigenschaft der Funktion σ∗(E ′, E), die aus
dem physikalischen Sachverhalt folgt, lässt sich Gl. (10) derart umformen,
dass sie als Integraltransformation dargestellt werden kann. In dem qua-
dratischen Definitionsbereich von σ∗(E ′, E) ist die Funktion identisch Null
unterhalb der durch die Gleichung E ′ = E gegebenen Diagonale. Mit Hil-
fe der Diracschen Delta-Funktion δ(E ′, E) für zwei unabhängige Variable
können die beiden Summanden in Gl. (10) zusammengefasst werden. Des
weiteren wird die Integrationsvariable E ′′ eingeführt, um zu kennzeichnen,
dass dieses Integral über die Wirkungsquerschnitte die Herausstreuung aus
dem infinitesimalen Energieintervall dE ′ zu den niedrigeren Energiewerten
E ′′ darstellt. Damit ergibt sich

∂ϕ(E ′, x)

∂x
=

∞∫

0

[−δ(E ′, E)
E′∫

0

Nσ∗(E ′′, E ′) dE ′′ + Nσ∗(E ′, E)]ϕ(E, x) dE.

(12)
Hierin stellt

−δ(E ′, E)
E′∫

0

Nσ∗(E ′′, E ′) dE ′′ + Nσ∗(E ′, E) = K(E ′, E) (13)

den Kern der Integrodifferentialgleichung

∂

∂x
ϕ(E ′, x) =

∞∫

0

K(E ′, E) ϕ(E, x) dE (14)
dar.

Durch Integration erhält man mit der Anfangsverteilung des Strahlungs-
flusses ϕ(E, 0) die äquivalente Integralgleichung

ϕ(E ′, x) = ϕ(E ′, 0) +
x∫

0

∞∫

0

K(E ′, E) ϕ(E, ξ) dE dξ. (15)

Gl. (15) ist eine zweidimensionale, lineare, inhomogene Integralgleichung
zweiter Art [2] mit der Vorgabe des festen Parameterwertes λ = 1. Bezüglich
der Variablen x ist die Integralgleichung vom Volterraschen Typ und
bezüglich der Variablen E vom Fredholmschen Typ.

Der Kern ist im allgemeinen Fall – z.B. bei inhomogenen Schichten –
eine Funktion von x. Hier soll aber zunächst nur der Fall der homogenen
Schicht betrachtet werden, wobei die Kernfunktion bezüglich der Schicht-
dicke konstant ist. Die Lösung von Gl. (15) kann mit Hilfe der Resolven-
te T (E ′, E, x′, x, λ) für eine zweidimensionale Integralgleichung angegeben
werden, die gleichzeitig die Bedeutung einer Greenschen Einflussfunktion
hat.
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Da in der Integralgleichung (15) x′ = x und λ = 1 ist, reduziert sich das
Argument auf die drei unabhängigen Variablen E ′, E und x. Die Funktion
T (E ′, E, x) wird im folgenden als

”
Transformationsfunktion“ bezeichnet,

da sich hiermit die Lösung in Form einer Integraltransformation darstellen
lässt:

ϕ(E ′, x) =
∞∫

0

T (E ′, E, x) ϕ(E, 0) dE. (16)

Durch die Transformation wird folgender physikalischer Sachverhalt ana-
lytisch zum Ausdruck gebracht: Vor dem Eintritt in die Schicht liegt eine
bestimmte Energieverteilung des Strahlungsflusses vor, die als Folge der
Streuwirkung in eine andere Verteilung umgesetzt – d.h. transformiert –
wird.

Die Resolvente T (E ′, E, x) befriedigt auch die Integrodifferentialgleichung
(14) und stellt somit eine partikuläre Lösung dieser Gleichung dar.

3 Die Strahlungstransmission

durch zusammengesetzte Medien

(Mehrfachschichten)

Es soll nun der Fall untersucht werden, dass die Strahlung mehrere Schichten
durchsetzt, die sich in ihren Streueigenschaften unterscheiden. Die einzel-
nen Schichten verschiedenen Materials können durch die Angabe der Ord-
nungszahl Z, der relativen Atommasse A und der Dichte Q gekennzeichnet
werden. Der Schwächungs- oder Wechselwirkungskoeffizient µ = Nσ hängt
außer von der Energie der betreffenden Strahlung und Strahlungsart von
diesen drei Materialgrößen ab.

Zunächst wird die Transmission der Strahlung durch zwei verschiedene
Schichten unterschiedlicher Streueigenschaften betrachtet. Durch Indukti-
onsschluss folgt daraus die allgemeine Beziehung für n Schichten.

Für die Transmission der Strahlung durch die erste Schicht gilt

ϕ(E ′, x1) =
∞∫

0

T1(E
′, E, x1) ϕ(E, 0) dE. (17)

Die Austrittsenergie E ′ der ersten Schicht ist zugleich die Anfangsenergie
der zweiten Schicht. Somit gilt für die energetische Verteilung des Strah-
lungsflusses nach Durchdringen der zweiten Schicht

ϕ(E ′′, x2) =
∞∫

0

T2(E
′′, E ′, x2) ϕ(E ′, x1) dE ′. (18)

26



Substituiert man 01. (17) in (18), so folgt für die Transmission durch beide
Schichten

ϕ(E ′′, x1 + x2) =
∞∫

0

∞∫

0

T2(E
′′, E ′, x2)T1(E

′, E, x1) ϕ(E, 0) dE dE ′,

also

ϕ(E ′′, x1 + x2) =
∞∫

0

T1+2(E
′′, E, x1 + x2) ϕ(E, 0) dE, (19)

wobei

T1+2(E
′′, E, x1 + x2) =

∞∫

0

T2(E
′′, E ′, x2)T1(E

′, E, x1) dE ′ (20)

ist.

Die Transformationsfunktionen T1 und T2 sind im allgemeinen verschieden.

Die Umkehrung der Reihenfolge beider Schichten führt an Stelle von Gl.
(20) zu der resultierenden Transformationsfunktion

T2+1(E
′′, E, x1 + x2) =

∞∫

0

T1(E
′′, E ′, x1)T2(E

′, E, x2) dE ′. (21)

Der Übergang der Energien von E nach E ′ und E ′′ erfolgt wiederum im
Sinne einer Verminderung (Dissipation), so dass ebenso wie bei Gl. (20)
E > E ′ > E ′′ ist. Die einzelnen Transformationsfunktionen sind aber mit-
einander vertauscht.

Durch Vergleich von Gl. (21) mit Gl. (20) wird ersichtlich, dass jeweils über
andere Funktionswerte der Transformationsfunktionen T1 und T2 integriert
wird. Daraus folgt, dass die Integrationsreihenfolge nicht ohne weiteres ver-
tauschbar ist; d.h., die Vertauschung führt im allgemeinen zu unterschiedli-
chen Ergebnissen.

Das bedeutet, dass der Transmissionsprozess durch Mehrfachschich-
ten im allgemeinen nicht kommutativ ist.

Hiermit ordnet sich die Transmission von Strahlung durch Materie in den
Prozessverlauf kinetischer Reaktionen ein, welche eine kausale Ausrichtung
haben und eine Umkehrung der Verlaufsphasen nicht erlauben.

Die Nichtkommutativität ist ein hervorstechendes Merkmal

der Matrizenmultiplikation. Auch die vorstehenden Integral-

relationen lassen sich in analoger Weise wie Verknüpfungen von

Matrizen auffassen.
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4 Die Strahlungstransmission

in Matrizendarstellung

Eine Integralgleichung kann nach Schmeidler als ein unendliches System
linearer Gleichungen dargestellt werden [2, S. 120 ff.]. Die Analogie zu den
linearen Gleichungen war bereits der leitende Gedanke, der Fredholm zu
seiner Theorie der Integralgleichungen führte [2. S. 3]. Die Koeffizienten-
matrix des linearen Gleichungssystems ist dann gleichbedeutend mit der
Kernfunktion; sie kann daher auch als Kernmatrix bezeichnet werden. Der
Vektor der unabhängigen Variablen entspricht der gesuchten Funktion der
Integralgleichung. Die Integralgleichungen lassen sich somit durch unendli-
che Matrizen und V ektoren darstellen, die den gesamten Funktionsbereich
kontinuierlich mit ihren Elementen ausfüllen.

Die konsequente Anwendung des Matrizenformalismus führt bei Integral-
gleichungen zu einer wesentlichen Vereinfachung der Symbolik: Die Integra-
tionen werden durch Matrizenoperationen ersetzt. Damit ist eine eindeutige
Umkehrbarkeit beider Schreibweisen gegeben: Man kann von den Matrizen-
operationen ohne weiteres wieder zu den Integraloperationen übergehen.
Durch die Matrizendarstellung werden aber neben der Vereinfachung der
Symbolik, der besseren Übersichtlichkeit der Schreibweise, vor allem Vor-
teile in der Methodik der analytischen Behandlung von Integralgleichungen
[2] erzielt, wie aus den folgenden Darlegungen ersichtlich sein wird.

Um zur Matrizendarstellung der Strahlungstransmission zu gelangen,
wird die energetische Strahlungsflussverteilung ϕ(E) durch einen Vektor
f ersetzt, dessen unendlich viele Koordinaten den Energiewerten zugeord-
net sind: f ∧ ϕ(E). Die in der Integrodifferentialgleichung (14) bzw. der
Integralgleichung (15) enthaltene Kernfunktion K(E ′, E) wird durch eine
quadratische Matrix K mit unendlich vielen Elementen, die Kernmatrix,
ersetzt: K ∧ K(E ′, E). Diese Matrix braucht nur für den betrachteten qua-
dratischen Definitionsbereich bekannt zu sein.

Damit kann man nun die Integrodifferentialgleichung (14) als Matrizenglei-
chung schreiben:

d

dx
f(x) = Kf(x). (22)

In dieser Schreibweise braucht nur noch die Abhängigkeit von der Ortsvaria-
blen x gekennzeichnet zu werden. Die Energieabhängigkeit ist bereits durch
die Matrixstruktur festgelegt.
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Die zu Gl. (22) gehörende äquivalente Integralgleichung lautet – im Gegen-
satz zu Gl. (15) –

f(x) = f(0) +
x∫

0

Kf(ξ) dξ. (23)

Diese Integralgleichung lässt sich durch Iteration auf einfache Weise lösen,
indem man die Neumannsche Reihe entwickelt.

Für den Anfangsvektor f(x0) = f(0) ergibt der erste Iterationsschritt unter
Benutzung der Einheitsmatrix 1

f(x1) = f(x0) + Kxf(0) = (1 + Kx)f(0) (24)

und der zweite Iterationsschritt

f(x2) = f(0) +
x∫

0

K(1 + Kξ)f(0) dξ = (1 + Kx +
1

2
K2x2)f(0). (25)

Durch wiederholtes Substituieren erhält man schließlich die Neumannsche
Reihe zu Gl. (23)

f(x) = (1 + Kx +
1

2!
K2x2 +

1

3!
K3x3 + · · ·)f(0). (26)

Mit dem in der Klammer stehenden Ausdruck

T(x) = 1 + Kx +
1

2
K2x2 +

1

3!
K3x3 + · · · =

∞∑

k=0

1

k!
Kkxk, (27)

der mit der Definition von K0 = 1 zu einer Summe analog der Reihenent-
wicklung der Exponentialfunktion zusammengefasst werden kann, lässt sich
die Lösung nach Gl. (26) als Vektor-Transformationsgleichung schreiben, bei
der die Transformation durch die quadratische Matrix T(x) bewirkt wird,

f(x) = T(x)f(0). (28)

Gl. (28) ist Gl. (16) äquivalent. Die Transformationsmatrix (Resolventen-
matrix) T(x) ist eine partikuläre Lösung von Gl. (22). Diese Matrix wird
auf Grund der formalen Übereinstimmung mit einer Exponentialfunktion in
Reihendarstellung nach Gl. (27) als

”
Matrix-Exponentialfunktion“ bezeich-

net und in der Form

T(x) = eKx. (29)
geschrieben [3, S. 165].

Die der Gl. (16) entsprechende Lösung der Boltzmannschen Integrodiffe-
rentialgleichung für den speziellen Fall des kräfte- und quellenfreien, homo-
genen, stationären Strahlungsfeldes lautet somit

f(x) = eKxf(0). (30)
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Diese Gleichung entspricht formal dem Lenardschen Transmissionsgesetz

I = I0e
−µx,

worin I die Intensität der Strahlung und µ der Schwächungskoeffizient sind;
sie ist jedoch von allgemeinerer Bedeutung. Geht man zum skalaren Fall
über, wobei der Vektor f nur aus einem Element bestehen, d.h. nur eine
einzige Energiekomponente enthalten soll, die von einem geeigneten De-
tektor nur für eben diesen Energiewert nachweisbar ist, so findet man als
Spezialfall der Gl. (30)

f(x) = e−µxf(0). (31)

Hierin stellt e−µx einen Wahrscheinlichkeitsfaktor dar, den man am besten
vor die Funktion f(0) setzt, was dann der Definition der zugehörigen Ma-
trizenverknüpfung entsprechen würde.

5 Die Diskretisierung

der Strahlungstransportgleichung

Von praktischer Bedeutung für die Berechnung der Strahlungstransmissi-
on ist selbstverständlich nicht eine unendliche Matrix oder ein Vektor mit
unendlich vielen Komponenten. Um zu konkreten Werten übergehen zu
können, muss man die Ordnung der Matrix und die Anzahl der Kompo-
nenten des Vektors auf eine endliche Größe beschränken. Hierbei wird für
einen gegebenen Energiebereich eine Diskretisierung der energetischen Ver-
teilung des Strahlungsflusses sowie der Kernfunktion vorgenommen, indem
bestimmte Energieintervalle, in denen das Integral der Funktionswerte ge-
bildet wird, zusammengefasst werden.

So ergibt die Integration der Gl. (10) über das Energieintervall

4Ei = Ei − Ei−1

∂

∂x
(

Ei∫

Ei−1

ϕ(E ′, x) dE ′) = (32)

= −
Ei∫

Ei−1

ϕ(E ′, x)

E′∫

E0

Nσ∗(E ′, E) dE dE ′ +
Ei∫

Ei−1

∞∫

E′

Nσ∗(E ′, E) ϕ(E, x) dE dE ′.

Der Strahlungsfluss für das Energieintervall 4Ei ist

Ei∫

Ei−1

ϕ(E ′) dE ′ = 4Φi . (33)
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Nach dem Mittelwertssatz der Integralrechnung kann man somit die energe-
tische Strahlungsflussverteilung dieses Intervalls durch den mittleren Wert

ϕ(E ′)i =
4Φi

4Ei
(34)

ersetzen. Eine entsprechende Beziehung gilt dann auch für den von E abhän-
gigen Strahlungsfluss; hierfür wird der Index k verwendet. Unter der An-
nahme, dass im Intervall 4Ei näherungsweise ϕi = const gesetzt werden
darf, kann man Gl. (32) wie folgt schreiben:

∂

∂x
(4Φi(x )) =

= −4Φi(x )
1

4Ei

Ei∫

Ei−1

Ei∫

E0

Nσ∗(E ,E ′) dE dE ′+

+
∞∑

k=i+1

4Φk(x )

4Ei
·

Ei∫

Ei−1

Ek∫

Ek−1

Nσ∗(E ′, E) dE dE ′. (35)

Führt man nun für die in Gl. (35) enthaltenen Integrale die Abkürzungen

µik = − 1

4Ei

Ei∫

Ei−1

Ei∫

E0

Nσ∗(E, E ′) dE dE ′ für i = k (36)

µik =
1

4Ek

Ei∫

Ei−1

Ek∫

Ek−1

Nσ∗(E ′, E) dE dE ′ für i < k (37)

und µik = 0 für i > k

ein, so ergibt sich die i-te Gleichung eines d’Alembertschcn Differential-
gleichungssystems unendlicher Ordnung,

d

dx
(4Φi(x )) =

∞∑

k−1
µik4Φk(x ), (38)

das nach Ersetzen von 4Φi durch fi in der Matrizenform gemäß Gl. (22)
geschrieben werden kann.

Bei einer numerischen Auswertung ist es nicht erforderlich, unendliche
Energiebereiche zu betrachten, da die in der Praxis zur Verfügung stehenden
Energien stets endlich sind. Demzufolge bestehen die Vektoren der diskreti-
sierten Strahlungsflussverteilung aus einer endlichen Anzahl von Elementen.
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Die Angabe von Kernmatrizen und Transformationsmatrizen von höherer
Ordnung als der Komponentenzahl des zu transformierenden Vektors bedeu-
tet eine unnötige Belastung des Rechenapparates, zumal die Strahlung infol-
ge der Energiedissipation keine Streuung zu höheren Energiestufen erfährt.
Für einen Strahlungsflussverteilungsvektor mit der durch n indizierten höch-
sten Energiestufe genügt somit ein d’Alembertsches Differentialgleichungs-
system der Form

d

dx
fi(x) =

∞∑

k−1
µikfk(x). (39)

Das Schema der Koeffizienten µik bildet die diskretisierte Kernfunktion
der Integrodifferentialgleichung (14). Die Koeffizientenmatrix kann deshalb
auch in diesem Falle als Kernmatrix bezeichnet werden.

Die Größen µik haben die physikalische Bedeutung von Schwächungskoef-
fizienten. Im speziellen Fall des Lenardschen Transmissionsgesetzes nach
Gl. (31) besteht die Kernmatrix aus nur einem Element µ.

6 Die analytische Lösung

des d’Alembertschen Systems

Für die Lösung des durch die Diskretisierung erhaltenen endlichen Differen-
tialgleichungssystems sind eine Anzahl von Methoden bekannt. Als ungeeig-
net für eine auf der analytischen Lösung aufbauende numerische Behand-
lung des Differentialgleichungssystems sind solche Methoden anzusehen, bei
denen die unbestimmten Integrationskonstanten erst aus den Anfangsbe-
dingungen ermittelt werden müssen. Die hier angeführte Reihenentwick-
lung der Matrix-Exponentialfunktion gestattet eine unmittelbare Lösung
des Anfangswertproblems. Es sei darauf hingewiesen, dass dies auch bei
dem Lösungsverfahren mit Hilfe der Laplace-Transformation möglich ist.
Als ein günstiger Umstand erweist es sich im Falle der Strahlungstrans-
mission, dass alle auftretenden Matrizen Dreiecksmatrizen sind, so dass
sich das Eigenwertspektrum unmittelbar aus den Hauptdiagonalelementen
der Kernmatrix entnehmen lässt. Ein Vorzug dieses Lösungsverfahrens be-
steht darin, dass man für alle Elemente der Transformationsmatrix analy-
tische Ausdrücke angeben kann. Die Laplace-Transformierte der Matrix-
Exponentialfunktion Gl. (29) – durch eine Tilde gekennzeichnet – folgt aus
der Beziehung
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T̃(s) =
∞∫

0

e−1sxeKx dx = (1s−K)−1 (40)

mit der unabhängigen komplexen Variablen s im Bildraum der Transfor-
mation. Nach der Inversion der charakteristischen Matrix 1s − K können
mit den bei Doetsch [3] angegebenen Korrespondenzbeziehungen alle Ma-
trixelemente einzeln aus dem Bildraum in den Originalraum der Laplace-
Transformation zurücktransformiert werden.

7 Einige Folgerungen aus der Matrizendarstellung

der Lösung der Transportgleichung

7.1 Der Transformationscharakter der Streuung

Aus der Form der Lösung nach Gl. (28) und (29) ist der Transformationscha-
rakter der mit Energiestreuung verbundenen Transmission von Strahlung
durch Materieschichten unmittelbar zu entnehmen2.

Die Transformation kann von beliebigen Anfangsverteilungen ausgehen. Dies
ist insbesondere für die Untersuchung der Spektren der Beta-Strahlung
von großer praktischer Bedeutung, da diese von vornherein eine breit auf-
gefächerte energetische Verteilung aufweisen.

Darüber hinaus ist es möglich, mit der Kenntnis einer aus der Transformati-
on resultierenden Endverteilung auf die Ausgangsverteilung rückzuschließen.
Zu diesem Zweck wird Gl. (28) invertiert,

f(0) = T(x)−1f(x). (41)

Die inverse Transformationsmatrix T(x)−1 ergibt sich bei einer Matrix-
Exponentialfunktion auf äußerst einfache Weise durch Vorzeichenumkehr
der unabhängigen Variablen x,

T(x)−1 = (eKx)−1 = e−Kx = T(−x). (42)

Mehrfachtransformationen ergeben sich auf Grund der multiplikativen
Verknüpfung der Transformationsgleichung (28) durch Produktbildung der
Transformationsmatrizen.

2Analoge, aber weitaus kompliziertere Transformationsbeziehungen gelten auch für die Winkelstreuung,
die in der vorliegenden Arbeit (s. 7.8.) unberücksichtigt bleibt.
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7.2 Die Nichtkommutativität der Transmission
bei heterogenen Mehrfachschichten

Die Nichtkommutativität der Strahlungstransmission durch Mehrfachschich-
ten verschiedenen Materials kann mit Hilfe von Matrizen besonders einfach
dargestellt werden.

Für die Transmission der Strahlung durch die erste Schicht gilt die Trans-
formationsbeziehung

f(x1) = T1(x1)f(0). (43)

Die energetische Verteilung der Strahlung nach der ersten Schicht ist zu-
gleich die Ausgangsverteilung für die sich anschließende zweite Schicht, de-
ren Transmissionswirkung dann durch

f(x2) = T2(x2)f(x1) (44)

beschrieben wird.

Die Transformation der beiden miteinander kombinierten Schichten ist gleich-
bedeutend mit einer zweifachen Transformation mit Hilfe der quadratischen
Matrizen T1(x1) und T2(x2):

f(x1 + x2) = T2(x2)T1(x1)f(0). (45)

Hierbei ist besonders auf die Reihenfolge der Transformationen zu achten.

Bei der Transmission der Strahlung durch heterogene Schichten müssen die
Transformationsmatrizen der einzelnen Schichten unterschieden werden,

T1,2(x1 + x2) = T2(x2)T1(x1). (46)

Kehrt man die Reihenfolge der Schichten um, so folgt

T2,1(x2 + x1) = T1(x1)T2(x2). (47)

In der Vertauschungsrelation

T2(x2)T1(x1)− T1(x1)T2(x2) = D (48)

ist die Differenzmatrix bei nichtkommutativen Transformationsmatrizen
D 6= 0, bei kommutativen Matrizen dagegen gleich der Nullmatrix: D = 0.

Kommutativ sind in jedem Falle die Transformationsmatrizen für gleiches
Schichtmaterial.

Voraussetzung für die Kommutativität der Transformationsmatrizen ist die
Kommutativität der Kernmatrizen.
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7.3 Die Berechnung der Zählrate

Bei der konsequenten Anwendung des Matrizenformalismus auf die Strah-
lungstransmission lässt sich auch ein Ausdruck für die Berechnung der Zähl-
rate angeben, die im allgemeinen kleiner (oder höchstens gleich) dem die
Projektionsfläche des Detektors durchsetzenden Strahlungsfluss ist. Zu den
Korrekturen der mit einem Strahlungsdetektor gemessenen Werte des Strah-
lungsflusses, die in Form einer äquivalenten Zählrate vorliegen, gehört auch
die energieabhängige Nachweisempfindlichkeit des Detektors, worauf schon
in [1] hingewiesen wurde.

Die Nachweisempfindlichkeit wird in der Matrizenschreibweise durch einen
Zeilenvektor w ausgedrückt, dessen Elemente für das jeweilige Energieinter-
vall die Wahrscheinlichkeit dafür angeben, dass das betrachtete Strahlungs-
korpuskel durch den Detektor nachgewiesen wird.

Man erhält dann die Zählrate z als das Skalarprodukt des Zeilenvektors w
mit dem Spaltenvektor f der energetischen Verteilung des Strahlungsflusses,

z = wf. (49)

Auf diese Weise werden nur die Korpuskeln gezählt, die entsprechend der
(energieabhängigen) Nachweisempfindlichkeit tatsächlich nachgewiesen wer-
den können.
Nach der Transmission der Strahlung durch eine Schicht ist die Zählrate
dadurch gegeben, dass der Vektor f in Gl. (49) durch den transformierten
Vektor T(x)f(0) ersetzt wird:

z(x) = wT(x)f(0). (50)

Gl. (50) ist eine allgemeine analytische Beziehung für die Zählrate z als
Funktion der Schichtdicke x. Nach bisher bekannten Darstellungen [1,5] ist
z(x) eine kompliziert aufgebaute Funktion, die mit guter Näherung durch
die (komplementäre) unvollständige Gamma-Funktion I∗ beschrieben wer-
den kann.

7.4 Die Darstellung des transmittierten Strahlungsflusses

Um den gesamten Strahlungsfluss zu erfassen, hat man alle seine Bestand-
teile zu summieren.
Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man an Stelle des Zeilenvek-
tors der Nachweisempfindlichkeit den Einer-Vektor e einführt, durch den
für jeden Energiewert die Nachweiswahrscheinlichkeit Eins wird, so dass
grundsätzlich alle auf die Querschnittsfläche des Detektors treffenden Teil-
chen gezählt werden.
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Mit w = e gilt
Φ = ef, (51)

und für den durch eine Schicht der Dicke x transmittierten Strahlungsfluss
erhält man

Φ(x ) = eT(x )f. (52)

7.5 Die Bestandteile
des Zeilenvektors der Nachweiswahrscheinlichkeit

Ein idealer Detektor besitzt die Nachweiswahrscheinlichkeit 1 für alle Ener-
giewerte, so dass w = e ist; ein realer Detektor weist dagegen eine ener-
gieabhängige Nachweiswahrscheinlichkeit auf, die zum Teil durch die phy-
sikalischen Eigenschaften des empfindlichen Volumens, zum Teil aber auch
durch die energieabhängige Absorption des Materials der Detektoreinbet-
tung (Gehäuse, Eintrittsfenster usw.) erklärt werden kann. Nur der letztere
Anteil soll hier erörtert werden. Eine mit dem Detektor fest verbundene
Materieschicht verändert durch ihre Transmissionseigenschaft die Nachweis-
wahrscheinlichkeit des Detektors. Selbst ein idealer Detektor würde durch
eine solche zusätzliche Schicht mit der Transformationsmatrix TD eine ener-
gieabhängige Nachweis-Wahrscheinlichkeit erhalten, die durch den Zeilen-
vektor

w = eTD. (53)

dargestellt werden kann. Der resultierende Zeilenvektor ergibt sich durch
rechtsseitige Multiplikation mit der Transformationsmatrix.

7.6 Definition einer mittleren Reichweite

Im Gegensatz zu den bisher üblichen Reichweite-Definitionen, die von mehr
oder weniger künstlichen Konstruktionen an empirischen Transmissionskur-
ven ausgehen, wird hier eine Reichweite-Definition eingeführt, die von der
Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung Gebrauch macht:

x =
1

Φ(0)

∞∫

0

Φ(x ) dx . (54)

Die mittlere Reichweite kann auch durch die Transformationsmatrix darge-
stellt werden:

x =
1

ef(0)

∞∫

0

T(x) dx f(0) = −eK−1f(0)

ef(0)
; (55)

es gilt darin ∞∫

0

T(x) dx =
∞∫

0

eKx dx = [K−1eKx]
∞
0 = −K−1. (55a)
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Die über die unendlich dicke Schicht erstreckte Integration der Matrixfunk-
tion T(x) ergibt somit die negative inverse Kernmatrix.

Bei einem diskretisierten Problem ist die Kernmatrix gleich der Koeffi-
zientenmatrix eines d’Alembertschen Differentialgleichungssystems.

In diesem Falle kann die inverse Koeffizientenmatrix stets gebildet werden.
Bei einem nichtdiskreten Problem hängt die Invertierbarkeit von der Art
der Kernfunktion ab [2].

Mit der Diskretisierung eines an sich nichtdiskreten Problems ist stets ein
Verlust an Genauigkeit verbunden. Somit hängt die erzielbare Genauigkeit
von dem Grad der Diskretisierung ab. Der derzeitige Stand der elektro-
nischen Rechentechnik ermöglicht aber bereits einen derartig hohen Fein-
heitsgrad der Diskretisierung, dass praktisch – je nach Rechenaufwand –
Ergebnisse mit beliebiger Genauigkeit erzielt werden können.

7.7 Vereinfachung der Rechnung durch Diskretisierung

Durch Diskretisierung der Boltzmannschen Integrodifferentialgleichung
(14) erhält man ein d’Alembertsches Differentialgleichungssystem. Die-
ses System beschreibt eine Folge von Wahrscheinlichkeiten einer endlichen
Anzahl miteinander gekoppelter Zustände mit stochastischen Übergängen.
Lässt sich eine solche Zustandsfolge in einer linearen Kette anordnen, so
spricht man von einer Markowschen Kette [4]. Die Diskretisierung der
Transportgleichung besteht hier darin, dass man die Energiedissipation der
Strahlung über diskrete Energiestufen als eine Markowsche Kette auffas-
sen kann.

Die Grundlage für diese Betrachtung wurde bereits in früheren Arbei-
ten von Melcher [1,5] dargelegt. Darin wurde u.a. für den Teilchendurch-
gang durch Materieschichten ein Differentialgleichungssystem angegeben,
das den Sachverhalt beschreibt, dass der Schwächungskoeffizient von Streu-
akt zu Streuakt eine Vergrößerung erfährt. Dieses lineare Differentialglei-
chungssystem 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten (d’Alembertsches
System) wurde in einer Arbeit von Gerth [8] mit Hilfe der Laplace-
Transformation gelöst, wobei das Ergebnis eine Matrixgleichung ist, die bei
der Anwendung auf das Strahlungstransportproblem die Veränderung der
Zustandsverteilung durch die Transmission beschreibt.

In der vorliegenden Arbeit kann nun aus der (spezialisierten) Boltz-

mannschen Transportgleichung die (diskretisierte) Transmissionsfunktion
gefolgert werden, die sich – wie auf anderem Wege in [1] gezeigt wurde –
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in guter Näherung durch eine Summe von Exponentialfunktionen darstellen
lässt. Damit ist nachgewiesen, dass sich die in [1] durch andere Überlegungen
gefundenen Transmissions- und Übertragungsfunktionen auch aus der all-
gemeinen Strahlungstransportgleichung herleiten lassen.

In den folgenden Beispielen soll an Hand dreireihiger Matrizen der Zu-
sammenhang zwischen der Matrizenschreibweise des Strahlungstransportes
und den in [1] angegebenen Summenformeln der Transmission aufgezeigt
werden. Diese Überlegungen lassen sich dann leicht auf Matrizen beliebiger
Ordnung übertragen.

In Abb. l ist das Schema einer dreigliedrigen Markowschen Kette angege-
ben, in der nur Folgereaktionen auftreten.

f1 −→ f2 −→ f3 −→
Abb. 1. Schema einer dreigliedrigen Markowschen Kette

Dies entspricht dem physikalischen Sachverhalt, dass die Strahlungsteilchen
bei der Streuung nur Energieänderungen im Sinne einer Abnahme erfah-
ren. Die örtliche Änderung des Strahlungsflusses fi der Energiestufe i wird
durch den Abgang aus der Stufe i und dem Zugang aus der nächsthöheren
benachbarten Stufe i + 1 bestimmt. Daraus ergibt sich folgendes Differenti-
algleichungssystem:

df1

dx
= −µ1f1 + µ2f2

df2

dx
= −µ2f2 + µ3f3 (56)

df3

dx
= −µ3f3

Die Kern- bzw. Koeffizientenmatrix

K =




−µ1 µ2 0
0 −µ2 µ3

0 0 −µ3


 (57)

ist eine Dreiecksmatrix mit negativen Elementen in der Hauptdiagonale.

Aus dieser Tatsache folgt, dass die Eigenwerte (charakteristischen Wurzeln)
einfach durch die Elemente der Hauptdiagonale gegeben sind. Weiterhin ist
durch die negative Spur der Koeffizientenmatrix die Konvergenzbedingung
für die Laplace-Transformation erfüllt.
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Durch Anwendung der Laplace-Transformation nach Gl. (32) erhält man
für die Transformationsmatrix im Bildraum

T̃(s) =




1
s+µ1

µ2
(s+µ1)(s+µ2)

µ2µ3
(s+µ1)(s+µ2)(s+µ3)

0 1
s+µ2

µ3
(s+µ2)(s+µ3)

0 0 1
s+µ3




(58)

Die Rücktransformation in den Originalraum ergibt – wie bei Doetsch [3]
beschrieben –

T(s) =




e−µ1x µ2e
−µ1x ∗ e−µ2x µ2µ3e

−µ1x ∗ e−µ2x ∗ e−µ3x

0 e−µ2x µ3e
−µ2x ∗ e−µ3x

0 0 e−µ3x


 . (59)

Die hierin enthaltenen Faltungsprodukte repräsentieren Summen von Ex-
ponentialfunktionen, für welche die Beziehung

n∏

i=1

∗e−µix =
n∑

i=1

e−µix

n∏
j=1
i 6=j

(µi − µj)
(60)

gilt. In dieser Schreibweise wird eine übersichtlichere Darstellung der Trans-
formationsmatrix erzielt als bei vollständiger Ausschreibung der Summen.

Die Kernmatrix nach Gl. (57) gibt den (vereinfachten) physikalischen Sach-
verhalt wieder, wonach angenommen wird, dass für jeden der diskreten
Energiewerte die Integrale der Herausstreuung zu je einem Wert zusammen-
gefasst werden können, der dem Koeffizienten µi entspricht. Die negativen
µ-Werte der Hauptdiagonale kennzeichnen die Herausstreuung aus dem dis-
kretisierten Energieintervall, dagegen entsprechen die positiven µ-Werte der
oberen Parallelreihe zur Hauptdiagonale der Hineinstreuung.

Zur Berechnung der mittleren Reichweite nach Gl. (55) für dieses Beispiel
einer dreireihigen Kernmatrix hat man die invcrse Matrix zu Gl. (57) zu
bilden,

K−1 =




− 1
µ1

− 1
µ1

− 1
µ1

0 − 1
µ2

− 1
µ2

0 0 − 1
µ3


 . (61)

Der Dreieckscharakter der Matrix bleibt bei der Inversion erhalten. In den
Zeilen der inversen Kernmatrix stehen – außer den verschwindenden Ele-
menten unterhalb der Hauptdiagonale – stets gleiche Matrixelemente.
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Zur Berechnung der mittleren Reichweite x für eine monoenergetische
Strahlung braucht man nur die Elemente derjenigen Spalte der inversen
Kernmatrix zu summieren, die der Energie der Strahlung entspricht, da in
diesem Falle der Vektor f(0) in Gl. (55) nur aus einem von Null verschiede-
nen Element besteht. Man erhält dann für eine Strahlung der Energiestufe
n:

xn =
n∑

i=1

1

µi
=

n∑

i=1
λi. (62)

Hierin steht λi als Abkürzung für 1
µi

und kann als mittlere Weglänge zwi-
schen zwei Wechselwirkungsakten gedeutet werden.

Es ergibt sich somit das physikalisch plausible Resultat, wonach die mitt-
lere Reichweite der Strahlung aus der Summe der sukzessiv aufeinanderfol-
genden (mittleren) Abstände zwischen den einzelnen Wechselwirkungsak-
ten zusammengesetzt ist. In der Kette der Wechselwirkungsakte erfolgt die
(diskrete) Abnahme der Energie von Stufe zu Stufe, so dass am Ende des
Strahlungsweges die Anfangsenergie des Teilchens vollständig aufgebraucht
ist.

In [1] wurde der spezielle Fall angegeben, dass alle µ-Werte gleich sind.
Selbst diese etwas weitgehende Näherung gibt den Sachverhalt in befriedi-
gender Weise wieder. Man geht dabei von der Annahme ans. dass es ein
mittleres µ gebe, das für alle bei der Transmission der Strahlung auftreten-
den Energien näherungsweise gilt. Auch bei Landau [6] wurde bereits eine
Beziehung angegeben, bei der die Wechselwirkung als energieunabhängig
angesehen wurde. Für gleiche Werte von µ und damit auch λ folgt aus Gl.
(62)

xn =
n

µ
= n · λ. (63)

Die Größe n, die in [1] als Wechselwirkungsparameter (WW-Parameter)
bezeichnet wurde, gibt die Anzahl der sukzessiven Wechselwirkungsakte an.

7.8 Einige Bemerkungen zur Behandlung der Winkelstreuung
mit Matrixfunktionen

Die Behandlung der Transportgleichung (9) unter Berücksichtigung der
Winkelstreuung ist ein außerordentlich viel komplizierteres Problem als die
in der vorliegenden Arbeit vorgenommene alleinige Behandlung der Energie-
streuung. Umfassende Lösungswege – auch unter Zuhilfenahme von Ma-
trixfunktionen – sind in dem Buch über Neutronentransporttheorie von
Davison [6] angegeben. Wegen der andersartigen Problemstellung findet
darin aber die Matrixexponentialfunktion keine Anwendung.
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Es sei hier darauf hingewiesen, dass auch die Winkelstreuung durch
einen zur Energiestreuung analogen Matrizenformalismus dargestellt wer-
den kann. Der Vektor des Strahlungsflusses zu einer gegebenen (nichtvaria-
blen) Energie besteht dann aus den Komponenten der (in beliebiger Rei-
henfolge angeordneten) Anteile des Raumwinkels. Die Schwierigkeiten erge-
ben sich vor allem bei der Beschreibung des Strahlungsweges, der im Falle
der Winkelstreuung nicht mehr ohne weiteres als geradlinig angenommen
werden darf. Im Extremfall können die Teilchen sogar rückgestreut werden.
Hieraus resultiert eine Unbestimmtheit der Anfangsbedingungen. Nur bei ei-
ner stark nach vorn ausgezogenen Streuindikatrix und geringer Schichtdicke
kann der oben entwickelte Matrizenformalismus eine brauchbare Näherung
ergeben. Somit lässt sich die Transformationseigenschaft der Matrizen insbe-
sondere bei der Kleinwinkelstreuung vorteilhaft anwenden. Das Zusammen-
wirken von Winkel- und Energiestreuung führt zu keinen grundsätzlichen
Komplikationen. Nach einer zweifachen Diskretisierung (bezüglich der Ener-
gie und des Raumwinkels) können beide Streuarten in Blockmatrizen mit-
einander kombiniert werden.

8 Zur numerischen Lösung der Transportgleichung

Aus den vorangegangenen Darlegungen ist ersichtlich, dass die numerische
Behandlung der Integrodifferentialgleichung des Strahlungstransportes im
allgemeinen – wenn man von einigen leicht lösbaren, meist auf groben
Vereinfachungen beruhenden Spezialfallen absieht – deren Diskretisierung
und damit Umwandlung in ein d’Alembertsches Differentialgleichungs-
system erfordert. Die Lösung des Differentialgleichungssystems ergibt eine
Näherungslösung der Integrodifferentialgleichung. Da die erzielbare Genau-
igkeit von dem Feinheitsgrad der Diskretisierung abhängt, kommt es dar-
auf an, Differentialgleichungssysteme möglichst hoher Ordnung auszuwer-
ten. Der hiermit verbundene Rechenaufwand kann in rationeller Weise nur
noch mit modernen Hochleistungsrechenautomaten bewältigt werden.

So sei abschließend noch mitgeteilt, dass von den Verfassern Rechenpro-
gramme zur numerischen Lösung des d’Alembertschen Differentialglei-
chungssystems für die polnische Rechenmaschine ODRA 1204 entwickelt
und erprobt worden sind.

Die Rechnung basiert auf der Reihenentwicklung der Matrix-Exponential-
funktion. Der Anwendungsbereich eines derartigen Rechenprogramms geht
aber wesentlich über die numerische Behandlung der Probleme des Strah-
lungstransportes hinaus, wie die Beispiele dieses Buches zeigen.
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9 Zusammenfassung

Es wird die Boltzmannsche Integrodifferentialgleichung für das Strah-
lungstransportproblem aufgestellt und spezialisiert. Mit Hilfe des Matri-
zenformalismus wird die Nichtkommutativität der Strahlungstransmission
durch zusammengesetzte Schichten verschiedenen Materials dargestellt. Ins-
besondere werden einige Folgerungen aus der Matrizendarstellung der Lö-
sung der Transportgleichung gezogen, wobei sich u.a. eine neue Definition
der Reichweite der Strahlung in Medien ergibt.

Für Diskussionen zu der Problematik der vorliegenden Arbeit danken
die Verfasser Herrn Dr. Domke (Zentralinstitut für Astrophysik der DAW,
Potsdam).
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Treatment of the radiative transfer

by means of matrix functions

Horst Melcher and Ewald Gerth

Abstract

The transport equation of Boltzmann is formulated and solved by means
of an infinite equation of matrices for the case of the stationary rectilinear
propagation of radiation with respect to energy scattering only. It is shown
that the matrix formalism is the proper one to explain the qualities of
transformations and the non-commutativity of the radiation transmitted
through compound, heterogeneous layers of material.

The resolving matrix is represented as an expansion of a matrix exponen-
tial function, yielding at once the algorithm for the numerical calculation
in a computer program. The linearity of the system of differential equations
offers also the solution by using the Laplace-transformation, which reveals
the structure of the resolving matrix in comparison with the expansion of
the matrix exponential function.

The matrix formalism renders a comprehensive method for analytical de-
rivation, numerical computation, and definition of relations among different
interacting physical magnitudes. Thus, using the matrix calculus, a new de-
finition for the average length of reach of the radiative transfer through an
absorbing medium could be given in form of the inverse kernel matrix of
the transport equation.
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Lösung des stationären Strahlungstransportproblems

für Energiestreuung mit Hilfe von Matrizenfunktionen

Horst Melcher und Ewald Gerth

Herrn Prof. Dr. J. Picht in großer Verehrung zum 75. Geburtstag gewidmet.

Die Transportgleichung für den Fall einer stationären, geradlinigen Strahlungs-
ausbreitung mit reiner Energiestreuung wird als unendliche Matrizengleichung
formuliert und gelöst. Mit Hilfe des Matrizenformalismus werden der Trans-
formationscharakter und die Nichtkommutativität der Transmission der Strah-
lung durch zusammengesetzte, heterogene Materieschichten erklärt sowie eine
übersichtliche analytische Darstellung der Transmission divergierender Strah-
lenbündel gegeben. Des weiteren werden einfache Beziehungen für den Strah-
lungsfluss, die mittlere Reichweite und die Zählrate aufgestellt.1

Die Boltzmannsche Integrodifferentialgleichung des Strahlungstrans-
portes erwies sich bisher nur für eine Reihe von Spezialfällen, bei denen be-
stimmte Vereinfachungen und Näherungen vorgenommen wurden, als lösbar
[1· · ·9]. Nachfolgend wird gezeigt, dass im Falle der Transmission von Strah-
lung durch absorbierende Materieschichten bei alleiniger Energiestreuung
(unter Vernachlässigung der räumlichen Winkelstreuung) eine einfache ana-
lytische Lösung des Problems möglich ist, die durch Einführung von Matri-
zenfunktionen in eine übersichtliche und für weitere Deduktionen geeignete
Form gebracht werden kann.

1 Darstellung der Strahlungstransmission

durch Integraltransformationen

Die Strahlungstransportgleichung für einen kräfte- und quellenfreien, homo-
genen, stationären Strahlungsfluss, der eine homogene Materieschicht ohne
Winkelstreuung durchsetzt, lautet [8· · ·10]

∂ϕ(E ′, x)

∂x
= −ϕ(E ′, x)

E′∫

0

Nσ∗(E, E ′) dE +
∞∫

E′
Nσ∗(E ′, E) ϕ(E, x) dE. (1)

Die in Gleichung (1) enthaltenen Größen bedeuten: E die Energie vor und
E ′ die Energie nach dem Streuakt, x die Koordinate in der Ausbreitungs-
richtung der Strahlung, N die Anzahl der Atome in der Volumeneinheit
der durchstrahlten Materie, ϕ(E) die energetische Strahlungsflussverteilung
und dσ(E ′, E) = σ∗(E ′, E)dE der differentielle Wirkungsquerschnitt für den
energetischen Übergang E → E ′.

1Kernenergie, 16. Jahrgang · Heft 2/1973, S. 47-52.
Abstract – attached at the end of this article (page 57).
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Bei dem betrachteten physikalischen Problem erfolgen nur Energieänderun-
gen von höheren zu niedrigeren Energiezuständen der Strahlungspartikeln,
so dass σ∗(E ′, E) = 0 für E≤E ′ ist. Mit Hilfe der Diracschen Deltafunk-
tion δ(E ′, E) für zwei unabhängige Variable und der den Übergang nach
niedrigeren Energien als E ′ kennzeichnenden Integrationsvariablen E ′′ las-
sen sich die beiden Summanden auf der rechten Seite von Gleichung (1) zu
dem Kern

K(E ′, E) = −δ(E ′, E)
E′∫

0

Nσ∗(E ′′, E ′) dE ′′ + Nσ∗(E ′, E) (2)

der homogenen Integrodifferentialgleichung

∂

∂x
ϕ(E ′, x) =

∞∫

0

K(E ′, E) ϕ(E, x) dE (3)

zusammenfassen, die durch Integration unter Hinzufügen der Anfangsvertei-
lung des Strahlungsflusses ϕ(E, 0) als Integrationskonstante in die äquivalen-
te Integralgleichung

ϕ(E ′, x) = ϕ(E ′, 0) +
x∫

0

∞∫

0

K(E ′, E) ϕ(E, ξ) dE dξ (4)

übergeht. Gleichung (4) ist eine zweidimensionale, lineare Integralgleichung
zweiter Art, die bezüglich der Variablen x vom Volterraschen Typ und
bezüglich der Variablen E vom Fredholmschen Typ ist. Die Lösung dieser
Integralgleichung lässt sich mit Hilfe der Resolvente Γ (E ′,E , x ) durch die
Gleichung [11, 12]

ϕ(E ′, x) = ϕ(E ′, 0) +
∞∫

0

Γ (E ′,E , x ) ϕ(E , 0 ) dE (5)

ausdrücken, die nach Zusammenfassung der Resolvente mit der Deltafunk-
tion zu einer Greenschen Funktion

T (E ′, E, x) = δ(E ′, E) + Γ (E ′,E , x ) (6)

als Integraltransformation

ϕ(E ′, x) =
∞∫

0

T (E ′, E, x) ϕ(E, 0) dE (7)

dargestellt werden kann.

Die Integraltransformation liefert somit einen einfachen Zusammenhang
zwischen den energetischen Strahlungsflussverteilungen vor und nach der
Transmission durch eine homogene Materieschicht.
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Bei komplizierteren Transmissionsproblemen, beispielsweise bei Mehrfach-
transmissionen, erweist sich jedoch die Integraltransformation als ein schwer-
fälliger mathematischer Formalismus [10].

Der (reversible) Ersatz der Integraltransformationen durch Matrizen-
transformationen ermöglicht eine wesentliche Vereinfachung der analyti-
schen Symbolik, wodurch gleichzeitig auch neue Einsichten in die physi-
kalischen Zusammenhänge gewonnen werden.

2 Darstellung der Strahlungstransmission

durch Matrizentransformationen

Eine Integralgleichung kann als ein unendliches System linearer Gleichungen
aufgefasst werden [11]. Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssy-
stems entspricht der Kernfunktion, und der Vektor der unabhängigen Va-
riablen entspricht der gesuchten Funktion der Integralgleichung.

Mit den Ersetzungen durch unendliche Matrizen und Vektoren,

K(E ′, E) ∧ K, ϕ(E) ∧ f, (8)

lässt sich die Integrodifferentialgleichung (3) als homogene Matrizendiffe-
rentialgleichung

d

dx
f(x) = Kf(x) (9)

schreiben, die nach der Integration mit dem Anfangsvektor f(0) in die
äquivalente Volterrasche Integralgleichung

f(x) = f(0) +
x∫

0

Kf(ξ) dξ (10)

übergeht.

In dieser Schreibweise ist die Energieabhängigkeit durch die Matrixstruk-
tur festgelegt, so dass nur noch die Abhängigkeit von der Ortsvariablen x
gekennzeichnet zu werden braucht.

Die Integralgleichung (10) mit entarteter (konstanter) Kernmatrix lässt
sich durch Iteration lösen, indem man die Neumannsche Reihe entwickelt.
Man erhält dann für die Strahlungstransmission durch eine homogene Schicht
die Matrix-Transformationsgleichung

f(x) = T(x)f(0) (11)

und in einer Reihenentwicklung mit der Einheitsmatrix 1 die Transforma-
tionsmatrix (

”
Transmissionsmatrix“) als Resolvente
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T(x) = 1 + Kx +
1

2!
K2x2 + · · · =

∞∑

i=0

1

i!
Kixi, (12)

die in Form der Matrix-Exponentialfunktion (vgl. [17])

T(x) = eKx (13)
geschrieben werden kann.

3 Verallgemeinerung

des Lenardschen Transmissionsgesetzes

Von Lenard [13] wurde für die Transmission monoenergetischer Strahlung
durch eine Materieschicht der Dicke x ein durch den linearen Schwächungs-
koeffizienten µ bestimmtes, exponentielles Schwächungsgesetz des Strah-
lungsflusses Φ gefordert,

Φ(x ) = e−µxΦ(0 ). (14)

Die insbesondere bei Elektronenstrahlen auftretenden Abweichungen von
diesem Gesetz wurden auf die Abnahme der Geschwindigkeit der Teilchen
beim Eindringen in die Schicht zurückgeführt. Viele Versuche wurden unter-
nommen, um im Falle der Elektronenstrahlen das Exponentialgesetz durch
Korrektionen u. ä. doch noch zu

”
retten“.

In der Matrizenschreibweise ergibt sich nach Gleichung (11) und (13) ein
Exponentialgesetz

f(x) = eKx f(0), (15)

das formal dem Lenardschen Transmissionsgesetz Gleichung (14) entspricht,
aber darüber hinaus allgemein für ein ganzes Energiespektrum gilt.

4 Die Diskretisierung

der Strahlungstransportgleichung

Für praktische Berechnungen der Strahlungstransmission sind die durch
Gleichung (8a,b) definierten Umwandlungen der Kernfunktion in eine un-
endliche quadratische Matrix und der energetischen Strahlungsflussvertei-
lung in einen unendlichen Vektor undurchführbar. Um zu konkreten Wer-
ten übergehen zu können, muss man die Ordnung der Matrix und die An-
zahl der Komponenten des Vektors auf eine endliche Größe n beschränken.
Dies wird durch die Begrenzung des Definitionsbereiches der Funktionen
K(E ′, E) und ϕ(E) sowie durch die Diskretisierung erreicht, indem für die
Folgen der Energieintervalle Integrale der Funktionswerte gebildet werden.
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Der Strahlungsfluss für das Energieintervall ∆Ei ist

∆Φi =
Ei∫

Ei−1

ϕ(E ) dE = fi , (16)

wobei fi die i-te Komponente des Strahlungsflussvektors bezeichnet.
Mit den Integralen über die einzelnen Felder der schachbrettartig aufgeteil-
ten Kernfunktion

Kik = − 1

4Ei

Ei∫

Ei−1

Ei∫

E0

Nσ∗(E, E ′) dE dE ′ für i = k

Kik =
1

4Ek

Ei∫

Ei−1

Ek∫

Ek−1

Nσ∗(E ′, E) dE ′dE für i < k

Kik = 0 für i > k

(17)

ergibt sich aus Gleichung (1) die i-te Gleichung eines d’Alembertschen
Differentialgleichungssystems als Näherung

d

dx
fi(x) =

n∑

k=1
Kikfk(x). (18)

Gleichung (18) lässt sich mit der Matrix K = (Kik) und dem Vektor
f = (fi) durch Gleichung (9) ausdrücken.

Mit der Diskretisierung ist ein Verlust an Genauigkeit verbunden. Bei
praktischen Rechnungen ist ein Kompromiss zwischen dem Feinheitsgrad
der Diskretisierung und dem Rechenaufwand zu schließen.

5 Zur analytischen Lösung

des d’Alembertschen Systems

Von den bekannten Methoden zur Lösung der durch die Diskretisierung
erhaltenen Matrizendifferentialgleichungen endlicher Ordnung kommen für
eine rationelle analytische und die darauf aufbauende numerische Behand-
lung nur solche Methoden in Betracht, die eine unmittelbare Lösung des
Anfangswertproblems gestatten. Dies trifft für Gleichung (15) zu.

Bei einem weiteren Lösungsverfahren wird von der Laplace-Transforma-
tion Gebrauch gemacht. Die Laplace-Transformierte der Matrix-Exponen-
tialfunktion Gleichung (13) folgt aus der Beziehung

T(s) =
∞∫

0

e−1sxeKx dx = (1s−K)−1 (19)

48



mit s als der unabhängigen komplexen Variablen im Bildraum der Trans-
formation.

Als ein günstiger Umstand erweist es sich im Falle der Strahlungstrans-
mission, dass wegen der einseitig gerichteten Energiestreuung E → E ′ alle
auftretenden Matrizen Dreiecksmatrizen sind, so dass sich das Eigenwert-
spektrum unmittelbar aus den Hauptdiagonalelementen der Kernmatrix
entnehmen lässt.

Für viele analytische Operationen mit den Transformationsmatrizen sind
Folgerungen aus einem Lösungsverfahren wichtig, bei dem eine Diagona-
lisierung der quadratischen Matrizen durch Ähnlichkeitstransformationen
durchgeführt wird [15, 16]. So erhält man aus der Koeffizientenmatrix K
eine Diagonalmatrix D durch die Ähnlichkeitstransformation mit der qua-
dratischen Matrix U,

D = U−1KU, (20)

wobei die Spalten der Matrix U ein Fundamentalsystem linear unabhängiger
Eigenvektoren ui zu den Eigenwerten si bilden. Eine entsprechende Bezie-
hung gilt auch für die Resolventenmatrix,

eDx = U−1eKxU. (21)

Aus den Gleichungen (20) und (21) folgt, dass die Koeffizientenmatrix K,
die Resolventenmatrix eKx und ihre reziproken Matrizen sowie alle weite-
ren durch lineare Operationen daraus hervorgehenden Matrizen wegen der
Kommutativität der Diagonalmatrizen miteinander kommutativ sind. So
erhält man beispielsweise

KeKx = UDU−1UeDxU−1 = eKxK. (22)

6 Einige Folgerungen aus der Matrizendarstellung

der Transportgleichung

6.1 Der Transformationscharakter der mit Energiestreuung
verbundenen Strahlungstransmission

Die Transmission der Strahlung wird nach Gleichung (11) und (15) durch ei-
ne lineare Transformation des Vektors der energetischen Strahlungsflussver-
teilung beschrieben. Die Transformation kann von beliebigen Anfangsver-
teilungen ausgehen. Dies ist z.B. gerade bei der Untersuchung der Spektren
der β-Strahlung von besonderer Bedeutung, da diese von vornherein eine
breit aufgefächerte energetische Verteilung aufweisen.
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Mehrfachtransmissionen lassen sich als Transformation des Anfangsvek-
tors mit dem resultierenden Produkt Tres der einzelnen Transformations-
matrizen Ti beschreiben,

Tres(
n∑

i=1
xi) = Tn(xn) · · · T2(x2)T1(x1). (23)

Für eine inhomogene Schicht, bei der K(x) eine Funktion des geradlinigen
Transmissionsweges x ist, kann man die resultierende Transformationsma-
trix durch das Volterrasche Produktintegral [15] angeben:

T(x) =

x
_∫

0

[1 + K(ξ) dξ] =

x
_∫

0

eK(ξ) dξ. (24)

Die Transformation ist umkehrbar. Durch Transformation eines Ergebnis-
vektors f(x) mit der reziproken Transformationsmatrix

T−1(x) = T(−x) (25)

erhält man den Anfangsvektor f(0).

6.2 Die Nichtkommutativität der Transmission
bei heterogenen Mehrfachschichten

Die Nichtkommutativität der Transmission von Strahlungen durch hinter-
einander angeordnete Schichten verschiedenen Materials kann mit Hilfe von
Matrizen besonders einfach dargestellt werden. Für zwei Schichten mit den
zugeordneten Kernmatrizen K1 und K2 sowie den Dicken x1 und x2 ist die
Vertauschungsrelation im allgemeinen nicht erfüllt:

T2(x2)T1(x1)− T1(x1)T2(x2) 6= 0. (26)

Die Kommutativität der Transformationsmatrizen setzt die Kommutati-
vität der Kernmatrizen voraus, was unmittelbar aus der Anwendung von
Gleichung (20) und (21) auf Gleichung (26) folgt.

Im Grenzfall sehr dünner Schichten wird die Nichtkommutativität aufge-
hoben. Die Transformationsmatrix T(∆x) lässt sich dann näherungsweise
durch die nach dem zweiten Gliede abgebrochene Reihe Gleichung (12)

T(∆x) ≈ 1 + K∆x (27)

darstellen. Somit gilt für zwei dünne Schichten der Dicke ∆x1 und ∆x2 unter
Vernachlässigung der Glieder höherer Ordnung

T2(∆x2)T1(∆x1) ≈ 1 + K1∆x1 + K2∆x2. (28)
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Bei einem homogen gemischten Medium heterogener Anteile η1 und η2 an
der Gesamtschicht der Dicke x ergibt sich im infinitesimalen Grenzfall für
die resultierende Kernmatrix

Kres = η1K1 + η2K2, (29)

was gleichbedeutend mit der Aussage ist, dass es bei der energetischen Streu-
ung in der Schicht verschiedene Möglichkeiten gibt, die als eine Entweder-
Oder-Wahrscheinlichkeit bereits bei der Formulierung der Transportglei-
chung (1) in Gestalt der Summe der zu den Bestandteilen des Streumediums
zugeordneten Wirkungsquerschnitte berücksichtigt werden kann.

6.3 Zählrate
und energieabhängige Nachweiswahrscheinlichkeit

Die Zählrate wird durch den Anteil des Strahlungsflusses bestimmt, der im
empfindlichen Volumen eines Strahlungsdetektors auf Grund von Wechsel-
wirkungen nachgewiesen wird. Die energieabhängige Nachweiswahrschein-
lichkeit wird in der Matrizenschreibweise durch einen Zeilenvektor w ausge-
drückt. Die Zählrate z ist dann das Skalarprodukt des Zeilenvektors w mit
dem Spaltenvektor f der Strahlungsflussverteilung:

z = wf. (30)

Nach der Transmission der Strahlung durch eine Schicht gilt für die Zählrate
mit Gleichung (11)

z(x) = wT(x)f(0). (31)

6.4 Der transmittierte Strahlungsfluss

Der gesamte Strahlungsfluss Φ ergibt sich durch Summation aller seiner Be-
standteile. Zu diesem Zweck wird anstelle des Zeilenvektors w ein Einsvektor
e, der für jeden Energiewert die Nachweiswahrscheinlichkeit 1 besitzt, ein-
geführt. Entsprechend Gleichung (30) ist dann der Strahlungsfluss gegeben
durch

Φ = ef (32)

und nach der Transmission durch

Φ(x ) = eT(x )f(0). (33)
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6.5 Definition einer mittleren Reichweite

Im Gegensatz zu den bisher üblichen Definitionen der Reichweite einer
Strahlung [14], die von mehr oder weniger künstlichen Konstruktionen an
empirischen Transmissionskurven ausgehen, wird hier eine Reichweitedefini-
tion eingeführt, der der Mittelwertsatz der Integralrechnung zugrunde liegt:

x =
1

Φ(0)

∞∫

0

Φ(x ) dx . (34)

Durch Einführung von Gleichung (32) und (33) erhält man hieraus mit
Gleichung (13)

x =
e

ef(0)

∞∫

0

T(x)dxf(0) = −eK−1f(0)

ef(0)
. (35)

Die über eine unendliche dicke, homogene Schicht erstreckte Integration der
Matrixfunktion T(x) = eKx ergibt die negative reziproke Kernmatrix

∞∫

0

Tdx = −K−1, (36)

die bei einem diskretisierten Problem stets gebildet werden kann. Bei einem
nichtdiskreten Problem hängt die Invertierbarkeit von der Art der Kern-
funktion ab [11].

Für ein in [14] angegebenes Reaktionssystem, bei dem die Reihe der
diskretisierten Energiezustände in einer Markowschen Kette durchlaufen
wird, was einem sukzessiven Energieverlust von Stufe zu Stufe entspricht,
lautet die Kernmatrix

K =




−µ1 µ2 0 . . . 0
0 −µ2 µ3 . . . 0
0 0 −µ3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . −µn




. (37)

Hieraus ergibt sich die reziproke Kernmatrix zu

K−1 =




− 1
µ1

− 1
µ1

− 1
µ1

. . . − 1
µ1

0 − 1
µ2

− 1
µ2

. . . − 1
µ2

0 0 − 1
µ3

. . . − 1
µ3

...
...

... . . . ...
0 0 0 . . . − 1

µn




. (38)
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Zur Berechnung der mittleren Reichweite xk einer monoenergetischen Strah-
lung des Energieindex k ist in Gleichung (35) ein Vektor f(0) einzusetzen,
der aus nur einem von Null verschiedenen Element fk(0) besteht. Hierdurch
wird bei der Multiplikation aus der Matrix K−1 = R die k-te Spalte heraus-
gegriffen, deren Elemente Rik bei der Multiplikation mit dem Zeilenvektor
e summiert werden:

xk = −
n∑

i=1
Rik. (39)

Im Falle der Gültigkeit von Gleichung (38) ergibt sich die mittlere Reichwei-
te einer Strahlung der Energiestufe n – mit λi = 1

µi
als mittlere Weglänge

zwischen zwei Wechselwirkungsakten – zu

x =
n∑

i=1

1

µ i

=
n∑

i=1
λi. (40)

Unter der Näherungsannahme [14, 8], dass µ als energieunabhängig angese-
hen werden kann, folgt für gleiche Werte von n aus Gleichung (40)

x =
n

µ
= nλ. (41)

Die Größe n, die in [14] als Wechselwirkungsparameter (WW-Parameter)
bezeichnet wurde, gibt die Anzahl der mit Energieverlust verbundenen suk-
zessiven Wechselwirkungsakte eines Teilchens auf seinem Transmissionswege
an.

6.6 Transmission von divergierenden Strahlenbündeln

Alle bisherigen Betrachtungen beziehen sich auf die geradlinige Durchstrah-
lung durch einen individuellen Strahl. Hieraus folgt, dass die Ergebnisse der
Transmission des geradlinigen Strahlungsflusses auch für die Strahlungs-
flussdichte b eines parallelen Strahlenbündels gelten.

Abb. 1 Planparallele Schicht der Dicke x im Abstand h von einer punktförmigen Quelle
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Im Falle einer punktförmigen Strahlungsquelle mit dem energetisch bezo-
genen Vektor der Aktivität a =̂ a(E) ist der auf einer kreisförmigen Scheibe
vom Radius R unmittelbar hinter einer im Abstand h von der Quelle be-
findlichen planparallelen Schicht der Dicke x (Abb. 1) auftreffende Strah-
lungsfluss in seiner energetischen Verteilung f =̂ ϕ(E) gegeben durch die
Beziehung (vgl. [18])

f =
1

2

R∫

0

reKxua

(x + h)2u3 dr (42)

mit

u =

√
1 + (

r

x + h
)
2
. (43)

Die Substitution von Gleichung (43) liefert das Integral mit u = U für
r = R:

f =
1

2

U∫

1

eKxua

u2 du =
1

2
[−eKxu

u
+ KxEi(Kxu)]

U

1
a. (44)

Hierin ist
Ei(Kx) = −

∞∫

x

eKξ

ξ
dξ (45)

die Matrix-Exponentialintegralfunktion. Definiert man nun noch eine Matrix-
King-Funktion durch

Ψ(Kx ) = eKx −Kx Ei(Kx ), (46)

so erhält man den Strahlungsfluss des divergierenden Bündels hinter der
Schicht in seiner energetischen Verteilung durch die Beziehung

f =
1

2
[Ψ(Kx )− 1

U
Ψ(KUx )]a. (47)

6.7 Selbstabsorption

Zur Berechnung der Strahlung beim geradlinigen Austritt aus einer radioak-
tiven, selbstabsorbierenden, homogenen Schicht der spezifischen Aktivität
q hat man die Strahlungsanteile aus allen Schichttiefen zu integrieren und
erhält dann für die Strahlungsflussdichte b=̂b(E)

b(x) =
x∫

0

eKξq dξ = −K−1(1− eKx)q. (48)

Der Sättigungswert für x →∞ ist durch

bs = −K−1q (49)

gegeben, und wegen der Kommutativitätseigenschaft von K−1 und eKx gilt
entsprechend Gleichung (22)

b(x) = (1− eKx)bs. (50)

54



Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man in der homogenen
Transportgleichung Gleichung (9) einen additiven Quellenterm q hinzufügt
und die inhomogene Matrizendifferentialgleichung durch Variation der Kon-
stanten löst.

Berücksichtigt man bei der Berechnung der Strahlung einer planparalle-
len Schicht unendlicher Ausdehnung alle vorkommenden Strahlrichtungen,
so gilt in entsprechender Weise wie im Abschnitt 6.6 für die Intensität der
Strahlung zu beiden Seiten der Schicht die Beziehung

b(x) = −[1− eKx −KxΨ(Kx )]
K−1q

4
. (51)

Hierin ist

bs = −K−1q

4
(52)

der Sättigungswert für x →∞. Andererseits gilt für die spezifische Aktivität

q = −4Kbs. (53)

Gleichung (53) erlaubt die Bestimmung der spezifischen Aktivität in ihrer
energetischen Zusammensetzung an Schichten von Sättigungsdicke durch
Messung der aus der Schicht heraustretenden Strahlung.

Wegen der eingangs behandelten Äquivalenz der Matrizen zu den Inte-
graltransformationen kann Gleichung (53) auch in der Form

q(E) = −4
∞∫

0

K(E, E ′)bs(E
′) dE ′ (54)

geschrieben werden. Die Vorteile der Matrizenschreibweise zeigen sich be-
sonders bei der analytischen Herleitung komplizierterer Beziehungen wie
Gleichung (47) und Gleichung (51). Die Ergebnisse lassen sich dann unter
Benutzung der Reversibilitätsbeziehung zwischen den Integraltransforma-
tionen und den Matrizentransformationen in einfacher Weise entsprechend
dem Übergang von Gleichung (53) zu Gleichung (54) umformen.

7 Zur numerischen Lösung der Transportgleichung

Die auf der Diskretisierung beruhende numerische Lösung der Transportglei-
chung stellt eine Näherung dar. Zur Erzielung einer hohen Genauigkeit der
Lösung sind lineare Differentialgleichungssysteme möglichst hoher Ordnung
auszuwerten. Der hiermit verbundene Rechenaufwand kann in rationeller
Weise nur noch mit modernen Hochleistungs-Rechenautomaten bewältigt
werden (vgl. [19]).
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Für Diskussionen zu der Problematik der vorliegenden Arbeit danken die
Verfasser Herrn Dr. H. Domke (Zentralinstitut für Astrophysik, Potsdam).
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Solution

of the stationary radiation transport problem

for energy scattering using matrix functions

Horst Melcher and Ewald Gerth

Abstract

The radiation transport equation of Boltzmann is formulated and solved
by means of an infinite equation of matrices for the case of stationary recti-
linear propagation of radiation with respect to energy scattering only. It is
shown that the matrix formalism is the proper one to explain the qualities
of transformations and the non-commutativity of the radiation transmit-
ted through compound, heterogeneous layers of material. Furthermore, an
analytical and perspicuous representation of the transmission of divergent
beams is given. Finally, simple equations for the flux of radiation, the mean
range, and the counting rate are set up.
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Darstellung von Schwingungsvorgängen

als Transformationsproblem von Matrixfunktionen1

Horst Melcher und Ewald Gerth

Prof. Dr. habil. Johannes Thomas (19. 7. 1925 - 7.8. 1970) zum Gedenken.

Schwingungen physikalischer Größen lassen sich bekanntermaßen als Lösung
einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung darstellen. In der konventionel-
len Form dieser Lösung ist nicht ohne weiteres erkennbar, dass es sich hierbei
um die Transformation eines Anfangszustandes der Schwingung zur Zeit t = 0
in einen Zustand zu einer späteren Zeit t handelt. Der vorliegende Beitrag hat
das Ziel, den Schwingungsvorgang eindeutig als ein Transformationsproblem zu
charakterisieren, das sich bei der Lösung linearer Differentialgleichungssysteme
ergibt, und so die formale und behandlungsmethodische Einheit zwischen schon
früher beschriebenen Transformationsproblemen herzustellen.

1 Lösung des Differentialgleichungssystems

eines Transformationsproblems

In den bereits publizierten Arbeiten, bei denen es um die physikalischen
Probleme der Kinetik des Keimaufbaues beim photographischen Prozess [1]
[2], die Transmission von Korpuskularstrahlung durch Materieschichten [3]
[4] und die Umwandlung von Radionukliden [5] durch Kernprozesse ging,
wurde die Lösung eines in Matrixform geschriebenen linearen Differential-
gleichungssystems dx(t)

dt
= K(t)x(t) (1)

in Gestalt einer Matrizen-Transformationsgleichung benutzt; es bedeuten
x Vektor der physikalischen Größe, t Zeit und K quadratische Koeffizien-
tenmatrix. Die Lösung ergibt sich aus Gl. (1) durch Umwandlung in eine
(ausgeartete) Volterrasche Integralgleichung mit dem Anfangsvektor x(0)

x(t) = x(0) +
t∫

0

K(τ)x(τ)dτ (2)

und Entwicklung derselben in eine Neumannsche Reihe mit der Einheits-
matrix 1

x(t) = (1 +
t∫

0

K(t′) dt′ +
t∫

0

K(t′)
t′∫

0

K(t′′) dt′′ dt′ + · · ·)x(0). (3)

1Wiss. Zeitschr. Päd. Hochsch. Erfurt-Mühlhausen, 2 (1975) 67-71.
Abstract – attached at the end of this article (page 84).
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Der in Gl. (3) enthaltene Klammerfaktor ist die Resolventenmatrix R(t),
durch die der Anfangsvektor x(0) in den Vektor x(t) transformiert wird.
Bei konstanter Koeffizientenmatrix K geht die Resolventenmatrix R(t) in
die Matrix-Exponentialfunktion exp(Kt) über, so dass die Lösung in der
Form

x(t) = eKtx(0) = exp(Kt)x(0) (4)

geschrieben werden kann2. Derartige Resolventenmatrizen bestimmen auch
das zeitliche Verhalten von Schwingungsvorgängen.

2 Konventionelle Lösung der Schwingungsgleichung

Eine ungedämpfte harmonische Schwingung wird durch die lineare, homo-
gene Differentialgleichung

d2x

dt2
+ ω0

2x = 0 (5)

beschrieben: x Schwingungsgröße, ω0 Kreisfrequenz des ungedämpften Sy-
stems.
Die Lösung ergibt sich mit der zugeordneten charakteristischen Gleichung

s2 + ω0
2 = 0, (6)

die die Eigenwerte s1 = iω0 und s2 = −iω0 mit i als Einheit der imaginären
Zahlen liefert, in der Gestalt

x(t) = x1(0) · exp(iω0t) + x2(0) · exp(−iω0t). (7)

In entsprechender Weise erhält man für eine gedämpfte Schwingung mit

einem der ersten Ableitung proportionalen Dämpfungsglied 2%dx

dt
aus der

Differentialgleichung
d2x

dt2
+ 2%

dx

dt
+ ω0

2x = 0 (8)

mit

s2 + 2%s + ω0
2 = 0 (9)

die Lösung

x(t) = exp(−%t)[x1(0) · exp(
√

%2 − ω0
2 t) + x2(0) · exp(−

√
%2 − ω0

2 t)], (10)

wobei die als Determinate formulierte Diskriminante

%2 − ω0
2 = −ω2 =

∣∣∣∣∣∣
% ω0

ω0 %

∣∣∣∣∣∣ , (11)

je nachdem, ob sie kleiner oder größer als Null ist, darüber entscheidet, ob
die Zeitfunktion x(t) einen aperiodischen oder periodischen Verlauf nimmt.

2Wegen der häufigen Terme im Exponenten wird in diesem Aufsatz für die Exponentialfunktion
die Operatorschreibweise exp benutzt.

59



3 Komplexe Zahlen und Orthogonalmatrizen

Die Gleichungen (7) und (10) geben die Zeitfunktion x(t) in Abhängigkeit
von zwei Anfangswerten an. Diese Lösungen sind aber für reelle Werte von
x im Sinne einer Transformation nicht umkehrbar, d.h., es ist nicht möglich,
aus dem Endwert x(t) eindeutig auf die Anfangswerte x1(0) und x2(0) zu
schließen.
Erst durch die Einführung der komplexen Zahlen z für alle Werte von x

erhält man mit Hilfe der Eulerschen Beziehung exp(iα) = cos α + i sin α

eine eindeutige Zuordnung von Anfangs- und Endwert der Lösung:

z(t) = exp(iω0t) · z(0). (12)

Die Gl. (12) stimmt formal mit Gl. (4) überein, wobei aber z als komplexe
Zahl ein Vektor in der Gaußschen Zahlenebene ist. Der Exponentialaus-
druck exp(iω0t) erweist sich als der Resolventenmatrix R(t) äquivalent.

Die Analogie ist vollständig, wenn man exp(iω0t) nicht als eine aus zwei
Komponenten bestehende komplexe Zahl, sondern als eine quadratische Ma-
trix 2. Ordnung mit 4 Elementen auffasst. Demzufolge müsste auch die
Einheit der imaginären Zahlen i die Bedeutung einer quadratischen Matrix
haben. Das ist der Fall, da sich die Orthogonalmatrizen


 1 0

0 1


 = 1 (13)

und

 0 −1

1 0


 = I (14)

genauso wie die reelle Zahl 1 und die imaginäre Zahl i verhalten3. Bemer-
kenswert ist, dass die mit den Größen 1 und I gebildeten komplexen Matri-
zen und damit auch Funktionen dieser Matrizen stets kommutativ sind.

Für die Matrizen

 a1 −b1

b1 a1


 = Z1 (15)


 a2 −b2

b2 a2


 = Z2 (16)

gilt also

Z1Z2 = Z2Z1. (17)

3Die Form dieser zweireihigen Matrizen entspricht den Paulischen Spin-Matrizen.
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Die Determinante der komplexen Matrix Z liefert das Quadrat des absoluten
Betrages, d.h. das Amplitudenquadrat

|Z| =
∣∣∣∣∣∣
a −b

b a

∣∣∣∣∣∣ = a2 + b2, (18)

und unterscheidet sich somit von dem Absolutbetrag der komplexen Zahl
z = a + ib durch die Quadratwurzel

|z| = |a + ib| =
√

a2 + b2. (19)

Das Produkt der komplexen Matrix |Z| = 1a + Ib mit ihrer konjugiert-
komplexen Matrix |Z|∗ = 1a− Ib ist mit Gl. (18)

ZZ∗ = 1|Z| = 1|Z∗|. (20)

Der Tangens des Phasenwinkels ϕ ergibt sich als Quotient der Elemente der
ersten Spalte der Matrix Z

tan ϕ = b/a. (21)

Schreibt man anstelle von Gl. (12)

Z(t) = exp(Iω0t)Z0, (22)

so hat man damit die Lösung in Form einer linearen Matrixtransformation.

Die Resolvente exp(Iωt) berechnet man zweckmäßigerweise durch Reihen-
entwicklung.

Man erhält

exp(Iωt) =


 cos ωt − sin ωt

sin ωt cos ωt


 , (23)

also ebenfalls eine Orthogonalmatrix.

Die Eulersche Beziehung exp(iωt) = cos ωt+ i sin ωt ist somit eigentlich
als eine Vektordarstellung der orthogonalen Transformationsmatrix (23) zu
betrachten. Es liegt an den günstigen Orthogonalitätseigenschaften dieser
Transformation, dass die Verkürzung der Matrix zu einem Vektor überhaupt
möglich ist.

Grundsätzlich kann man in allen Fällen den Skalar 1 durch die Einheits-
matrix 1 und die Einheit der imaginären Zahlen i durch die Orthogonalma-
trix I ersetzen und erhält dann eine der Matrizentransformation adäquate
Darstellung.
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4 Darstellung der Schwingungsdifferentialgleichung

mit Hilfe von Orthogonalmatrizen

Das Differentialgleichungssystem der ungedämpften Schwingung lässt sich
leicht angeben, wenn man die Schwingung als die Projektion einer Kreis-
bewegung in der Gaussschen Zahlenebene auf die reelle (oder imaginäre)
Achse auffasst.

Bild 1

Man betrachtet die Kreisbewegung im Koordinatenkreuz mit den Achsen
x1 und x2. Aus Bild l entnimmt man unmittelbar das System

ẋ1 = −ω0x2

ẋ2 = ω0x1 , (24)

das – in Matrixform geschrieben –

 ẋ1

ẋ2


 =


 0 −ω0

ω0 0





 x1

x2


 (25)

die Orthogonalmatrix I in der Koeffizientenmatrix

K = Iω0


 0 −ω0

ω0 0


 (26)

erkennen lässt:
dx

dt
= Iω0x. (27)

Gl. (27) ist auch erfüllt, wenn man den Vektor x gemäß Gln. (15,16) durch
die Matrix Z ersetzt,

dZ

dt
= Iω0Z, (28)

und liefert gemäß Gl. (4) die Gl. (22) als Lösung.
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Da jedes Differentialgleichungssystem mit n Gleichungen 1. Ordnung in eine
Differentialgleichung n-ter Ordnung verwandelt werden kann, folgt aus Gl.
(24) durch Einsetzen unmittelbar Gl. (5). Desgleichen liefert die charakte-
ristische Determinante |1s−K| die charakteristische Gleichung (6):

|1s− Iω0| =
∣∣∣∣∣∣

s −ω0

ω0 s

∣∣∣∣∣∣ = s2 + ω0
2 = 0. (29)

Im Falle eines gedämpften Schwingsystems verringert sich die Geschwindig-
keit jeweils um einen zur Achsenlänge proportionalen Betrag, so dass das
Differentialgleichungssystem mit einer noch unbestimmten Kreisfrequenz ω

die Form

ẋ1 = −%x1 − ωx2

ẋ2 = ωx1 − %x2 (30)

annimmt. Die Koeffizientenmatrix ist hierin komplex:

K = −1% + Iω. (31)

Die charakteristische Determinante ergibt nun
∣∣∣∣∣∣
s + % −ω

ω s + %

∣∣∣∣∣∣ = s2 + 2%s + %2 + ω2 = 0. (32)

Der Vergleich mit GL (9) lässt erkennen, dass sich die Kreisfrequenz ω des
gedämpften Systems von der Kreisfrequenz ω0 des ungedämpften Systems
unterscheidet:

ω2 = ω0
2 − %2. (33)

Mit der Koeffizientenmatrix Gl. (31) lautet die Transformationsgleichung
einer gedämpften Schwingung

Z(t) = exp[(−1% + Iω)t]Z(0). (34)

Wegen der Kommutativität der Matrizen kann man auch den Dämpfungs-
faktor abspalten:

Z(t) = exp(−1%t) exp(Iωt)Z(0). (35)

Dieser lässt sich dann als skalarer Faktor zu der Resolventenmatrix der
ungedämpften periodischen Funktion Gl. (22), jedoch mit der Kreisfrequenz
der gedämpften Schwingung ω darstellen:

R(t) = exp(−%t) exp(Iωt). (36)
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5 Schwingungen

bei zeitlich veränderlicher Koeffizientenmatrix

Das Schwingsystem kann zeitliche Veränderungen erfahren hinsichtlich der
Kreisfrequenz ω – bei mechanischen Schwingern beispielsweise durch Mas-
senverlust – und hinsichtlich der Dämpfung % – bei elektrischen Schwingern
beispielsweise durch Erwärmung des Widerstandes.

Erfolgt die erste Transformation bei einer Koeffizientenmatrix K1 in der
Zeit t1, Z(t1) = exp(K1t1)Z(t0), (37)

und die zweite Transformation bei der Koeffizientenmatrix K2 in der Zeit
t2, Z(t2) = exp(K2t2)Z(1) = exp(K2t2) exp(K1t1)Z(t0), (38)

so werden die Transformationsmatrizen zu einer resultierenden Transforma-
tionsmatrix Rres multiplikativ zusammengefasst, wobei wegen der Kommu-
tativität dieser Matrizen gilt:

Rres(t1 + t2) = exp(K2t2) exp(K1t1) =

= exp(K1t1) exp(K2t2) = exp(K1t1 + K2t2). (39)

Bei kontinuierlicher Veränderung von K(t) als Zeitfunktion würde im Falle
der Nichtkommutativität der Matrizen das Volterrasche Produktintegral

Rres(t) =
_t∫

0

exp[K(τ) dτ ] =
_t∫

0

[1 + K(τ) dτ ] (40)

gelten; im vorliegenden Fall der Kommutativität aber vereinfacht sich die
Beziehung (40) zu

Rres(t) = exp[
t∫

0

K(τ) dτ ]. (41)

6 Erzwungene Schwingungen, Filterung, Resonanz

Eine äußere Einwirkung auf ein Schwingsystem führt zu einem erzwunge-
nen Schwingvorgang, der durch die inhomogene Schwingungsdifferential-
gleichung beschrieben wird. Dabei muss das Inhomogenitätsglied der Art
der physikalischen Kopplung zwischen der einwirkenden Größe und dem
Schwingsystem entsprechen. Als konventionelle Lösung wird in der Lehr-
buchliteratur im allgemeinen nur der Fall der Kopplung eines Schwingsy-
stems mit einer periodischen Kraft F0 cos ωat angegeben; ωa ist die aufge-
prägte Kreisfrequenz.
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Die Lösung der Differentialgleichung (42) mit dem allgemeinen Inhomoge-
nitätsglied F (t) für eine beliebige zeitabhängige äußere Kraft kann man mit
Hilfe der Laplace-Transformation finden. Mit F0/m ≡ B0, wobei B0 als
kraftanaloge Größe definiert wird, erhält man als Differentialgleichung für
die erzwungene Schwingung

d2x

dt2
+ 2%

dx

dt
+ ω0

2x = B0 cos(ωa + ϕ). (42)

Es sei bemerkt, dass auch noch weitere, nicht kraftanaloge Größen auf ein
Schwingsystem einwirken können, z.B. impulsanaloge Größen; man unter-
scheidet dann Kraft- und/oder Impulskopplung.

In der Matrizensehreibweise lautet die inhomogene – hier gleich auf die
konstante Koeffizientenmatrix K und die komplexe Matrix Z(t) und ein
Inhomogenitätsglied P(t) bezogene – lineare Differentialgleichung zu Gl.
(1)

dZ(t)

dt
= KZ(t) + P(t). (43)

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung ist die Übergangsfunktion

Z(t) = exp(Kt)Z(0) + exp(Kt)
t∫

0

exp(−Kτ)P(τ) dτ. (44)

Der erste Summand beschreibt den von der äußeren Einwirkung unbeeinflus-
sten Schwingungsvorgang, während in dem zweiten Summanden die Beein-
flussung des Systems ausgedrückt ist. Für t → ∞ verschwindet infolge der
Dämpfung der erste Summand, dagegen stellt sich für den zweiten Summan-
den der stationäre Zustand ein, bei einem periodischen Inhomogenitätsglied
beispielsweise als angeregte Dauerschwingung.

Während in dem Inhomogenitätsglied in Gl. (42) wegen des Differential-
quotienten zweiter Ordnung eine kraftanaloge Größe angemessen ist, hat
man für das Inhomogenitätsglied in Gl. (43) eine impulsanaloge Größe ein-
zusetzen. Es ist ohne weiteres möglich, beliebige andere Größen in impul-
sanaloge Größen umzurechnen, wie weiter unten gezeigt wird. Das Verfahren
soll im folgenden an einigen Beispielen demonstriert werden.

6.1 Konstantes Inhomogenitätsglied

Zu dem durch Gl. (43) ausgedrückten Impuls des gedämpften Schwingsy-
stems tritt ein konstanter Betrag, der mit den der Zeit reziproken Größen
σ und ϕ sowie der Anfangsauslenkung Z0 durch

P = KaZ0 (45)
gegeben ist.
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Ka bedeutet darin die Koeffizientenmatrix der aufgeprägten Einwirkung; sie
ist ebenso wie die Matrix K von komplexer Natur,

Ka =


 σ −ϕ

ϕ σ


 . (46)

Mit Gl. (45) erhält man dann nach Gl. (44) die Lösung

Z(t) = exp(Kt)Z(0) + [1− exp(Kt)]K−1P (47)

als Übergangsfunktion, die eine gedämpfte Schwingung beschreibt, bei der
sich der Ruhepunkt allmählich innerhalb des Koordinatensystems bis zu
einer Endlage verschiebt.

Für die Endlage als stationärer Zustand folgt aus (47) mit Gl. (31) und
t →∞

Z∞ = K−1P =
1

%2 + ω2Ka =


 ωϕ− %σ %ϕ + ωσ
−(%ϕ + ωσ) ωϕ− %σ


 Z0, (48)

also eine Größe ohne jegliche Zeitabhängigkeit.

Die weitere Durchrechnung ergibt mit

Z0 = 1x0 (49)

und Berücksichtigung von Gl. (18) für die Amplitude a∞ der Endlage

a∞ =
√
|Z∞| =

√√√√σ2 + ϕ2

%2 + ω2 x0 =

√√√√√ |Ka|
|K| x0. (50)

6.2 Impulsanaloges, periodisches Inhomogenitätsglied

Die Einwirkung auf das Schwingsystem erfolgt durch einen periodischen
Impuls mit der Kreisfrequenz der aufgeprägten Schwingung ωa und dem
Anfangsimpuls C, der auch die Phase enthält:

P (t) = exp(Iωat)C. (51)

Mit Gl. (51) ergibt Gl. (44) die Lösung

Z(t) = exp(Kt)[Z(0)− (Iωa −K)−1C] + exp(Iωat)[Iωa −K]−1C, (52)

wobei wiederum die Kommutativität der Matrizen 1, I und K ausgenutzt
werden kann.
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Der stationäre Zustand

Z∞(t) = (Iωa −K)−1 exp(Iωat)C (53)

ist durch eine periodische Funktion exp(Iωat) gekennzeichnet; das System
schwingt in der Frequenz der aufgeprägten Schwingung, aber mit veränder-
ter, von ωa abhängiger Amplitude. Der Amplitudenfaktor im zweiten Sum-
manden von Gl. (52)

(Iωa−K)−1C =
1

ω2 + %2


 % −(ω − ωa)

(ω − ωa) %


 C =

1

ω2 + %2 (Iωa−K∗)C,

(54)

worin K∗ die konjugiert-komplexe Matrix zu K ist, gibt Auskunft über Am-
plitude und Phasenverschiebung.

Das der Schwingleistung proportionale Amplitudenquadrat findet man
durch Bildung der Determinante des zweiten Summanden von Gl. (52) bzw.
(54). Mit Gl. (23), Gl. (31) und C = 1c folgt dann

a2
∞ =

c2

%2 + (ω − ωa)2 , (55)

also das symmetrische Resonanzprofil einer Lorentz-Funktion mit dem
Maximum bei der Frequenz ω des gedämpften Systems

ωa max =
√

ωa
2 − %2. (56)

Die Phasenverschiebung ergibt sich durch Bildung des Quotienten der Ele-
mente der ersten Spalte von Gl. (54) gemäß Gl. (21)

tan ϕ =
ω − ωa

%
. (57)

Im Resonanzfall ω = ωa ist die Phasenverschiebung ϕ = 0, für ωa → 0
beträgt sie ϕ = arctan ω

% , und für ωa →∞ ist sie ϕ = −π
2 .

Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man auch über die Anwendung der
Fourier-Transformation auf die Resolvente der gedämpften Schwingung

R(t) = exp(Kt). (58)

Das einseitige Fourier-Integral in Matrizenschreibweise

F(ωa) =
∞∫

0

exp(−Iωat)S(t) dt (59)

ergibt mit Gl. (58) und S = RC

F(ωa) = (Iωa −K)−1C, (60)
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also den Amplitudenfaktor zu der periodischen Funktion exp(Iωa)t in Gl.
(52).

Die Fourier-Transformation entspricht offenbar dem Fall, dass die Ein-
wirkung auf das Schwingsystem durch eine periodische, impulsanaloge Größe
erfolgt. In einem mechanischen System würde das einer Impulskopplung ent-
sprechen, die hiermit von der Kraftkopplung gemäß Gl. (42) unterschieden
wird.

Die Matrizenschreibweise eröffnet somit eine klarere Einsicht in die phy-
sikalischen Zusammenhänge der verschiedenen Kopplungsarten, als es mit
der herkömmlichen Behandlung dieses Problems möglich war. Durch die Im-
pulskopplung werden vor allem auch solche physikalisch wichtigen Systeme
erfasst, die ein aperiodisches Verhalten mit der Eigenfrequenz ω = 0 zeigen,
z.B. elektronische Tiefpässe.

6.3 Kraftanaloges, periodisches Inhomogenitätsglied

Die Differentialgleichung (43) verlangt ein impulsanaloges Inhomogenitäts-
glied. Wenn dies nicht von vornherein – wie z.B. in den Fällen 6.1. und 6.2.
– gegeben ist, kann eine Umrechnung in die adäquate Impulsgröße durch-
geführt werden. Für die Kraftkopplung findet man diese Größe folgendermas-
sen: Man setzt das inhomogene Gleichungssystem - entsprechend Gl. (30) –
mit den zunächst noch unbekannten Inhomogenitätskoeffizienten f1 und f2

an,
ẋ1 = −%x1 − ωx2 + f1

ẋ2 = ωx1 − %x2 + f2 (61)

und erhält daraus durch gegenseitige Substitution beider Gleichungen

ẍ1 + 2%ẋ1 + (ω2 + %2)x1 = ḟ1 + %f1 − ωf2

ẍ2 + 2%ẋ2 + (ω2 + %2)x2 = ḟ2 + ωf1 + %f2. (62)

Für die linke Seite kann man bei der Kraftkopplung nach Gl. (42) eine
periodische Funktion mit beliebiger Phasenverschiebung ϕ einsetzen. Mit
den Funktionen B0 cos ωat und B0 sin ωat erhält man das System

ḟ1 = −%f1 + ωf2 + B0 cos ωat

ḟ2 = −ωf1 − %f2 + B0 sin ωat (63)

oder – ergänzt zu einer Matrizengleichung –

ḟ = K∗f + B0 exp Iωat, (64)
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worin
K∗ =


 −% ω
−ω0 −%


 (65)

die konjugiert-komplexe Koeffizientenmatrix zu K nach Gl. (31) ist:

K =


 −% −ω

ω −%


 . (66)

Die Lösung von Gl. (64) – entsprechend Gl. (52) – ergibt sich nach Gl. (44)
zu

f(t) = exp(K∗t)[f(0)− (Iωa −K∗)−1B0] + B0 exp(Iωat)(Iωa −K∗)−1. (67)

Das Inhomogenitätsglied bei Kraftkopplung lautet somit für den stationären
Fall

P(t) = B0 exp(Iωat)(Iωa −K∗)−1. (68)

Führt man Gl. (68) in Gl. (44) ein, so erhält man die Lösung

Z(t) = exp(Kt)[Z(0)− (Iωa −K∗)−1(Iωa −K)−1B0] +

+ B0 exp(Iωat)(Iωa −K∗)−1(Iωa −K)−1. (69)

Hierin ist das reziproke Produkt

(Iωa −K∗)−1(Iωa −K)−1 = [−1ωa
2 − Iωa(K

∗ + K) + K∗K]−1

=


 %2 + ω2 − ωa

2 −2%ωa

2%ωa %2 + ω2 − ωa
2



−1

=
1

(%2 + ω2 − ωa
2)2 + 4%2ωa

2


 %2 + ω2 − ωa

2 2%ωa

−2%ωa %2 + ω2 + ωa
2


 (70)

und somit das Amplitudenquadrat als Determinante des stationären Sum-
manden von Gl. (69)

a2 =
B0

2

(%2 + ω2 − ωa
2)2 + 4%2ωa

2 . (71)

Diese Beziehung stimmt – wenn man noch die Kreisfrequenz des ungedämpften
Systems ω0

2 = %2 + ω2 nach Gl. (33) einführt – mit der Darstellung in ein-
schlägigen Lehrbüchern überein.

Man erhält die unsymmetrische Resonanzkurve eines durch Kraftkopp-
lung erregten Schwingsystems, dessen Maximum bei

ωamax =
√

ω2 − %2 =
√

ω0
2 − 2%2 (72)

liegt, das somit noch weiter in Richtung kleinerer Frequenzen verschoben
ist als das Maximum im Falle der Impulskopplung nach 6.2.

69



Die Phasenverschiebung ist bei Kraftkopplung gemäß Gl. (21) der Quotient
der Elemente der ersten Spalte von Gl. (70),

tan ϕ = − 2%ωa

%2 + ω2 − ωa
2 = − 2%ωa

ω0
2 − ωa

2 . (73)

Sie beträgt für ωa = ω0 ϕ = −π
2 , für ωa = 0 ϕ = 0, für ωa →∞ ϕ = −π

und unterscheidet sich damit von der Resonanz bei Impulskopplung nach
6.2. um etwa −π

2 . Im Resonanzfall nach Gl. (72) ist die Phasenverschiebung

tan ϕ =

√
ω0

2 − 2%2

%
. (74)

7 Gekoppelte Schwingungen komplexer Systeme

Im vorangegangenen Abschnitt 6 wurde die externe Einwirkung einer peri-
odischen (analogen4) Impuls- oder Kraftgröße auf ein Schwingsystem in der
Form der Transformation der Komponenten durch Matrizen dargelegt. Es
soll nun gezeigt werden5, dass der Matrizenformalismus auch geeignet ist,
verbundene Schwingsysteme und ihre Wechselwirkung mathematisch zu be-
schreiben und die Algorithmen für ihre numerische Berechnung aufzustellen.

Für die Kraftkopplung gilt eine strenge koordinatenmäßige Zuordnung
im Reaktionsraum mit der Kraftwirkung zwischen den Komponenten, wel-
che bei alleiniger Impulskopplung schon impliziert ist. Man bezieht sich
dann auf eine vorgegebene Koordinatenanordnung der Komponenten. Im
allgemeinen erfolgt eine Schwingung um einen Punkt mit der Auslenkung
entgegen einer rücktreibenden Kraft in einer Dimension. In einem mehrdi-
mensionalen Raum kann die Kraftwirkung jedoch richtungsabhängig sein.
Die Auslenkungen der Angriffspunkte der Kräfte beschreiben dann Raum-
kurven, welche den Erhaltungssätzen von Impuls und Energie folgen, bis sie
sich durch dämpfende Energiedissipation einem Ruhepunkt nähern.

In realen physikalischen Systemen erfolgt die Kopplung durch eine gegen-
seitige Krafteinwirkung, welche die Impulskopplung nach sich zieht. Dabei
bleibt der Gesamtimpuls des Systems nach dem Impulserhaltungssatz beste-
hen, während der Inergieinhalt durch Dissipation in andere Energieformen
übergehen kann und damit dem Schwingsystem verloren geht.

4Im folgenden Text werden die mechanischen Größen Impuls und Kraft stets analog für alle in Betracht
kommenden Schwingarten – also auch für elektro-magnetische Schwingungen – gebraucht.

5Die Abschnitte 7 bis 8 wurden im Jahre 2014 von E. Gerth bei der Bearbeitung des Textes für die
Herausgabe als Monografie hinzugefügt.
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Die Kraftkopplung bildet den Rahmen, in dem die Schwingsysteme mit-
einander verbunden sind und die Impulse dann von einem Schwinger zum
nächsten übertragen werden.

Das geschlossene komplexe Schwingsystem mit der im allgemeinen zeitab-
hängigen Koeffizientenmatrix K(t) wird ohne äußere Einwirkung für die
Impulskopplung durch das homogene Differentialgleichungssystem nach Gl.
(37) und Gl.(43) mit P(t) = O beschrieben:

dZ(t)

dt
−K(t)Z(t) = O. (75)

In der folgenden Betrachtung wird anstelle der für ein individuelles Schwing-
system geltenden komplexen Matrix Z der Vektor z der paarigen Kompo-
nenten der miteinander gekoppelten einzelnen Schwingsysteme eingeführt.
Weiterhin sei die Koeffizientenmatrix K(t) = K = Const in dem betrachte-
ten Reaktionszeitintervall 4t als konstant angenommen, wodurch die nicht-
lineare Differentialgleichung (75) linearisiert und für Differentialoperationen
leichter handhabbar wird.

Differenziert man nun den impulsanalogen Differentialquotienten erster Ord-
nung der Impulsgröße

v(t) =
dz(t)

dt
= Kz(t) (76)

nach der Zeit t, so erhält man bei konstanter Koeffizientenmatrix K den
beschleunigungsanalogen Differentialquotienten zweiter Ordnung

dv(t)

dt
=

dz2(t)

dt2
= K

dz(t)

dt
, (77)

der – mit Kenntnis der in der Koeffizientenmatrix enthaltenen Struktur des
Reaktionssystems – einen analytischen Ausdruck für das gesamte komplexe
Schwingsystem mit allen Zuordnungen und Kopplungen darstellt.

Es sei aber nochmals betont, dass die Koeffizientenmatrix K(t) prinzipiell
eine Funktion der Zeit ist aber in dem betrachteten Zeitintervall 4t als
konstant angenommen wird. Streng genommen gilt dies also nur für infini-
tesimale Intervalle dt, da die Elemente der Koeffizientenmatrix sich in der
Folge des Reaktionsverlaufes verändern.

7.1 Integration des komplexen Schwingsystems

Zur Integration von Gl.(77) dient das gleiche Iterationsverfahren der Ent-
wicklung einer Neumannschen Reihe, das bereits eingangs bei Gl. (3) an-
gewendet wurde.
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Die erste Integration ergibt mit dem auf alle Komponenten bezogenen An-
fangsimpuls v(0) als Integrationskonstante und der Näherung v(t) = v(0)
den Gesamtimpuls

dz(t)

dt
= v(t) = v(0) +

t∫

0

Kv(τ)dτ = (1 + Kt + · · ·)v(0). (78)

Die Iteration durch Wiedereinsetzen der Näherungsgröße gemäß Gl.(3) und
Gl. (4) ergibt die Matrixexponentialfunktion

v(t) = exp(Kt)v(0), (79)

wonach der Anfangsimpuls v(0) in der Reaktionszeit t in den Endimpuls
v(t) transformiert wird.

Gleichzeitig mit dem Impuls wird entsprechend Gl. (78) auch die Auslen-
kungsgröße z(t) transformiert:

z(t) = z(0) +
t∫

0

Kz(τ)dτ = (1 + Kt + · · ·)z(0). (80)

Die fortgesetzte Iteration ergibt ebenso wie Gl. (79)

z(t) = exp(Kt)z(0), (81)

Die beiden Gleichungen (79) und (81) beschreiben die Transformation
der Impulskoordinaten v und der Lagekoordinaten z durch die Reaktion in
dem Zeitintervall 4t bei einer konstanten Koeffizientenmatrix K = Const.
Zum Ende der Reaktion nach der Zeit4t ergeben sich neue Lagekoordinaten
und entsprechend den Kraftkopplungen eine veränderte Koeffizientenmatrix
für des folgende Zeitintervall der Reaktion. Die Endbedingungen des vor-
angegangenen Intervalls sind dann die Anfangsbedingungen für die weitere
Reaktion. Somit wird die Transformation der Lage- und Impulskoordinaten
nach den Gleichungen (79) und (81) simultan fortgesetzt.

Für praktische Rechnungen empfiehlt es sich, die Matrixexponentialfunk-
tion in eine Reihe zu entwickeln und diese bei hinreichender Konvergenz
nach wenigen Gliedern abzubrechen. Die Konvergenz wird um so besser, je
kürzer man das Zeitintervall 4t wählt. Die Genauigkeit der Rechnung für
den Abbruch der Reihe richtet sich nach dem Zeitintervall mit der Spur
der Koeffifientenmatrix trac(K)4t. Man kann 4t so klein wählen, dass die
Reihe mit nur einem Folgeglied gemäß Gl. (78) bzw. Gl. (80) ausreicht.

Wenn es nur auf die Bestimmung des Funktionsverlaufes der Lagekoordina-
ten ankommt, kann man die Transformation der Impuls- und Lagekoordi-
naten schon in einem Rechengang durchführen.
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Hierzu substituiert man das Ergebnis der Transformation der Impulse Gl.
(78) in Gl. (80):

z(t) = z(0) +
t∫

0

Kv(τ)dτ = [1 + (1 + Kt + · · ·)v(0)t + · · ·]z(0). (82)

Die weiteren Iterationen der Entwicklung der Neumannschen Reihe liefert
schließlich die Transformationsformel mit den verschachtelten Resolventen-
matrizen der Integrationen über die Impuls- und die Lagekoordinaten:

z(t) = {exp[exp(Kt)v(0)t]}z(0). (83)

Diese Gleichung (83) sagt aus, dass zunächst – ausgehend von dem An-
fangsimpuls v(0) – die Impuls-Transformation in der Zeit 4t erfolgt, wo-
durch den Anfangskoordinaten z(0) die Veränderung 4z hinzugefügt wird.
Die Reihe der Matrixexponentialfunktion kann entsprechend einem Konver-
genzkriterium nach einem beliebigen Glied abgebrochen werden. Für kleine
Zeitintervalle 4t genügt schon Gl. (82).

7.2 Oszillatorenketten - Berechnungsbeispiele

Zur Bestätigung der analytischen Ansätze der formelmäßigen Beschreibung
der gekoppelten Schwingungen sind numerische Berechnungen durchzuführen
und die Ergebnisse mit praktischen Erfahrungen zu vergleichen.

Die Schwingungen mehrerer irgendwie im Wirkungszusammenhang stehen-
der Schwingsysteme zeigen aber häufig ein chaotisches Bild wilder Bewegun-
gen – wie die Wellen an der sturmbewegten Oberfläche des Meeres. Durch
Energiekonzentrationen kann es zu Monsterwellen kommen oder – zu ei-
nem Tsunami, dessen Energie sich erst am Meeresufer entlädt. Die Energie
kann sich auch erst beim Auftreffen einer Welle auf ein schwingungsfähiges
Gebilde in Resonanz entladen, wie dies nach einem Erdbeben am unter-
schiedlichen Grad der Zerstörung an den Gebäuden beobachtet wird.
Im Mikrokosmos finden durch Kopplung Häufungen von Impuls und Energie
statt. So konzentrieren sich im Kristallgitter die Schwingungen der termi-
schen Bewegung auf einzelne Oszillatoren, aus denen dann Elektronen und
Zwischengitterionen freigesetzt werden.
Der spontane radioaktive Zerfall mit der Emission von Zerfallsprodukten
kann mit dem Tröpfchenmodell des Atomkerns durch Energiehäufung auf
einzelne, in Bewegung befindliche Nukleonen erklärt werden.
Obwohl diese Prozesse im einzelnen kausal erfolgen, gelten für die Gesamt-
heit aller Erscheinungen nur statistische Aussagen mit Erwartungs-, Mittel-,
Streuungs- und Grenzwerten.
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Die Folgen von stochastischen Prozessen definieren Markowsche Ketten,
die mit Matrizen beschrieben werden. Zur Bestätigung des Transformati-
onscharakters der Schwingungsübertragung genügt aber die Statistik nicht;
man muss auf einzelne gekoppelte Oszillatoren zurückgehen, die in einer

Reihe angeordnet sind. Die Fortpflanzung von Schwingungen über eine Ket-
te gekoppelter Schwingsysteme erfolgt als Welle durch Impulse – so wie bei
dem Stoß auf eine Reihe von Billardkugeln, wobei der Stoß der ersten Kugel
die Abstoßung der letzten Kugel bewirkt.

Das Kriterium für die Richtigkeit einer theoretischen Beschreibung ist
stets das Experiment. Die Verfasser haben schon in der Frühzeit ihrer Zu-
sammenarbeit die Kopplung schwingender Pendel untersucht. Als ideales
Mittel für improvisierte aber doch instruktive Demonstrationsversuche bo-
ten sich seinerzeit elektrostatisch geladene, isoliert an Perlonfäden aufge-
hängte Weihnachtsbaumkugeln an6. Das folgende Bild 2 zeigt das experi-
mentelle Ergebnis der Aufzeichnung des Funktionsverlaufes zweier feldge-
koppelter Pendel mit der Phasenbeziehung der wechselweisen Schwebung.

Bild 2 Schwingungen mit Schwebungen zweier feldgekoppelter Pendel; experimentell
erhaltene Schwebungskurven mit elektrostatisch geladenen Hohlkugeln.
(Bildherkunft: s. Fußnote!)

Zum Experiment: Zunächst sind beide Kugeln elektrisch neutral. Eine der beiden Kugeln wird entwe-
der transversal oder longitudinal zum Schwingen gebracht, die andere bleibt in Ruhe. Daraufhin nähert
man beiden Kugeln in gleichem Maße einen elektrostatisch aufgeladenen Körper (z.B. einen durch die Haare

gestrichenen Hornkamm). Kurz darauf beginnt die nicht angestoßene Kugel mehr und mehr zu schwingen.
Schließlich kommt die ursprünglich schwingende Kugel zur Ruhe, und die andere Kugel erreicht maximale
Elongation. Das wiederholt sich in stets wechselnder Richtung. Die Energie ”flutet“ gleichsam unter Ver-
mittlung des elektrischen Feldes von einer Kugel zur anderen – bis die Schwingung allmählich aufgrund
der Dämpfung abklingt.
Die Aufzeichnung des Schwingungsverlaufes erfolgte fotografisch durch Reflexion einer Lampe an den me-
tallisierten Kugelflächen.
Zur Aktualisierung: Von Prof. Melcher wurde kürzlich (Juni 2014) mitgeteilt, dass zur Demonstration
feldgekoppelter Pendel — nach seinen eigenen Versuchen — besonders gut Thermoplast-Magnetkörper
geeignet sind, da die Kopplungsgrößen beständig bleiben und die Versuchsdurchführung einfach ist.

6Horst Melcher, Manfred Gläser, Ewald Gerth: Experimente mit versilberten Hohlkugeln.
Physik in der Schule 2 (1964) 404-409, 447-454, 500-504. Internet: www.ewald-gerth.de/13.pdf
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7.3 Aufstellung der Differentialgleichungen der Reaktionskette
des gekoppelten Doppelschwingers

Für die Wechselwirkung der gekoppelten Oszillatoren gilt folgendes Schema:

ω1X1 ω2X2

µ1−→←−µ2

↓ ↓
%1 %2

Bild 3 Reaktionsschema zweier gekoppelter Oszillatoren.
X Komponentenmatrix, ω Kreisfrequenz,
µ Kopplungsgröße, % Energiedissipation

Die beiden impulsgekoppelten Schwingsystme haben ihre eigenen Kenn-
größen der Kreisfrequenz ω1 und ω2, die aber nicht gleichzusetzen sind mit
den aus der analytischen Lösung des Differentialgleichungssystems Gl. (84)
folgenden 4 Eigenwerten. Mit dem Matrizen der Komponenten x1 und x2

bilden sie den zeitlich variablen Impulsgehalt der Schwinger x1ω1 und x2ω2.
Die Impulse werden infolge der Kopplung mit dem Kopplungsgrößen µ1

und µ2 von einem Schwinger auf den anderen übertragen, indem sie von
dem einen subtrahiert und und zu dem anderen addiert werden. Der erste
Schwinger verliert also ständig den Impuls µ1x1ω1, welcher dann dem zwei-
ten Schwinger hinzugefügt wird – und umgekehrt. Weiterhin besitzt jeder
Schwinger infolge von Energiedissipation (Reibung, Erwärmungsverluste,
Abstrahlung usw.) je einen impulsproportionalen Abfluss %1 und %2.

Unter Benutzung der Definitionen Gl. (13) und Gl. (14) kann man das
folgende kinetische Differentialgleichungssystem aufstellen:

dx1

dt
= [(ω1 − µ1)I− %11]x1 + µ1Ix2

(84)dx2

dt
= µ2Ix1 + [(ω2 − µ2)I− %21]x2

Schreibt man das Differentialgleichungssystem Gl. (84) entsprechend Gl.
(25) in Matrixform,


 ẋ1

ẋ2


 =


 [(ω1 − µ1)I− %11] µ1I

µ2I [(ω2 − µ2)I− %21]





 x1

x2


 , (85)

so ist mit z =


 x1

x2


 und K =


 [(ω1 − µ1)I− %11] µ1I

µ2I [(ω2 − µ2)I− %21]




die Matrixdifferentialgleichung wie nach Gl. (28) gegeben durch

dz

dt
= Kz. (86)
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Aus Gl. (86) folgt mit konstanter Koeffizientenmatrix K = Const ebenso
wie Gl. (4) die Lösung

z(t) = exp(Kt)z(t0), (87)

welche alle Fälle unterschiedlicher Wertgebung der miteinander gekoppelten
Oszillatoren einschließt.

7.4 Die Struktur der Koeffizientenmatix der Oszillatorenkette

Das kinetische Differentialgleichungssystem Gl. (84) ist nach den gegenseiti-
gen Relationen der Komponenten aufgestellt und leicht zu überschauen. Um
aber praktische Berechnungen durchführen zu können, benötigt man einen
detaillierten Algorithmus. Hierzu müssen die Submatrizen in der Koeffizien-
tenmatrix und die Subvektoren in dem Komponentenvektor aufgelöst und
die Elemente und Gleichungen einzeln ausgeschrieben werden. Weiterhin
empfiehlt es sich, die Gleichungen und Elemente so zu indizieren, dass eine
fortlaufende Abarbeitung im Computer möglich wird. Die paarigen Sub-
matrizen fächern dann in 4 Elemente auf, und die Anzahl der Gleichungen
verdoppelt sich. Anstatt Gl. (84) erhält man somit:

ẋ1 = −%1x1 −(ω1 − µ1)x2 −µ2x4

ẋ2 = (ω1 − µ1)x1 −%1x2 +µ2x3

ẋ3 = −µ1x2 −%2x3 −(ω2 − µ2)x4

ẋ4 = µ1x1 +(ω2 − µ2)x3 −%2x4

(88)

Die hierzu gehörige Koeffizientenmatrix hat die Gestalt

K =




−%1 −(ω1 − µ1) 0 −µ2

(ω1 − µ1) −%1 µ2 0
0 −µ1 −%2 −(ω2 − µ2)
µ1 0 (ω2 − µ2) −%2




. (89)

Die Koeffizientenmatris lässt sich noch weiter vereinfachen, wenn man
bedenkt, dass die Impule zwischen den beiden Oszillatoren hin- und herflu-
ten und damit den Gesamtimpuls erhalten. Dadurch entfällt das Abziehen
des Impulses auf der Seite des jeweiligen Impulsgebers. Man überspringt
dabei einen (redundanten) Schritt des Hin- und Rücklaufes des Impulses.
Anstatt Gl. (89) kann man dann – mit gleichem Endergebnis – schreiben:

K =




−%1 −ω1 0 −µ2

ω1 −%1 µ2 0
0 −µ1 −%2 −ω2

µ1 0 ω2 −%2




. (90)
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Die Koeffizientenmatrix zeigt eine bemerkenswere Symmetrie: In der
Hauptdiagonale stehen in paariger Folge die von der Energiedissipation
herrührenden Abflüsse −%1 und −%2. Die Nebendiagonale enthält die Kopp-
lungsimpulse µ1 und µ2 mit alternierendem Vorzeichen. Die Kreisfrequenzen
ω1 und ω2 stehen in den Submatrizen der Hauptdiagonale.

7.5 Darstellung des berechneten Verlaufs der Schwingungen

Zur Prüfung des hier dargelegten theoretischen Konzepts der analytischen
Beschreibung der Kopplung von Schwingsystemen ist der Vergleich mit der
experimentellen Erfahrung vorzunehmen. Bekanntermaßen flutet zwischen
zwei gekoppelten Oszillatoren gleicher Eigenfrequenz die Energie in Form
einer Schwebung hin und her, wie es Bild 2 zeigt. In der Praxis tritt aller-
dings stets nach dem Anstoß der Schwingung eine Dämpfung auf, welche
die Schwingung allmählich zum Erliegen bringt.

Mit gleichen Werten der Eigenfrequenzen ω1 = ω2, Kopplungsgrößen
µ1 = µ2 und Energieverlusten %1 = %2 beider Oszillatoren lässt sich ei-
ne Anpassung an den bekannten realen Verlauf gekoppelter Schwingun-
gen durchführen. Hierfür bedarf es der modernen Rechentechnik mit sofort
ausführbarer graphischer Darstellung der Rechenergebnisse (siehe Bild 3).

Bild 3 Schwebung zweier gleicher gekoppelter Oszillatoren mit Dämpfung (%1 = %2 6= 0).
Dargestellt werden nur die Realteile der Amplituden mit ungeradem Index der Gleichungen,
im Bild 3 also die Werte x1 und x3 der ersten und der dritten Gleichung.
Der Start der Schwingung erfolgte mit dem Wert x1(0) = 1 der ersten der 4 Gleichungen.
Die Berechnung wurde auf der Grundlage des Differentialgleichungssystems (84)
mit einem von E. Gerth entwickelten Programm7 durchgeführt.

7Das Rechenprogramm zur impliziten Integration kinetischer Differentialgleichungssysteme mit Nicht-
linearitäten bis zum zweiten Grad und Grafikdarstellung basiert auf einem iterativen Algorithmus in einer
Publikation von E. Gerth: Zur analytischen Darstellung der Schwärzungskurve III. Die Reaktionstensoren
des photographischen Prozesses, J. Signal AM 6 (1978) 421-439. Internet: www.ewald-gerth.de/52.pdf
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Ein noch weitergehender Test des Differentialgleichungssystems Gl. (88)
besteht im Weglassen der Abflüsse durch %1 und %2. In der Hauptdiagona-
le von Gl. (90) stehen so nur Nullelemente. Die Koeffizientenmatrix K ist
dann allein auf die Impulse der Kreisfrequenzen ω1, ω2 und der Kopplungen
µ1, µ2 eingestellt. Sind diese für beide Oszillatoren jeweils gleich, so findet
– erwartungsgemäß – ein fortwährendes Hin- und Herfluten der Energie in
Gestalt von Schwebungen statt, wie es Bild 4 zeigt.

Bild 4 Schwebung zweier gleicher gekoppelter Oszillatoren ohne Dämpfung (%1 = %2 = 0).

Dieses sehr befriedigende Ergebnis ermuntert zur Untersuchung einer
noch weiter fortgeführten Oszllatorenkette. In sinngemäßer Erweiterung des
Reaktionsschemas Bild 3 und der Gleichungen (88) bis (90) auf drei gekop-
pelte Oszillatoren ergibt sich das folgende Diagramm Bild 5:

Bild 5 Schwebung dreier gleicher gekoppelter Oszillatoren ohne Dämpfung (alle %i = 0).
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Man findet also auch im Falle dreier gekoppelter Oszillatoren den erwar-
teten Funktionsverlauf aller drei Komponenten voll bestätigt. Interessant
ist, dass der mittlere – impulsvermittelnde – Oszillator mit doppelter Fre-
quenz schwebt und bei jeder Schwebungsbauchung die Phase umkehrt.

Es liegt nahe, durch induktive Erweiterung ein allgemeines Gesetz für
eine beliebig lange Kette gekoppelter Oszillatoren aufzustellen. Mit und
anstelle von Gl. (90) ist dann die Koeffizientenmatrix

K =




−%1 −ω1 0 −µ2 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0
ω1 −%1 µ2 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0
0 −µ1 −%2 −ω2 0 −µ3 0 0 . . . 0 0 0 0
µ1 0 ω2 −%2 µ3 0 0 0 . . . 0 0 0 0
0 0 0 −µ2 −%3 −ω3 0 −µ4 . . . 0 0 0 0
0 0 µ2 0 ω3 −%3 µ4 0 . . . 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −µ3 −%4 −ω4 . . . 0 0 0 0
0 0 0 0 µ3 0 ω4 −%4 . . . 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . −%n−1 −ωn−1 0 −µn

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . ωn−1 −%n−1 µn 0
0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 −µn−1 −%n −ωn

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . µn−1 0 ωn −%n




(91)gegeben als eine Bandmatrix vom Jacobischen Typ.

Nachdem die Richtigkeit der Lösung für Ketten bis zu 3 Oszillatoren
bestätigt worden ist, soll nun auch die Kette von 4 Oszillatoren geprüft
werden. Es ergibt sich jedoch das folgende Diagramm Bild 6:

Bild 6 Schwebungen einer Kette von 4 Oszillatoren (gleiche ωi und µi, alle %i = 0).
Die Übertragung des Schwingungsimpulses vom ersten Oszillator erfolgt nicht vollständig.
Die Ankopplung der folgenden Oszillatoren läuft aus der Phase heraus, verändert so deren
Eigenfrequenzen und führt zu einem teilweisen Rücklauf des Schwingungsimpulses.
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Dieses Ergebnis war so nicht erwartet worden. Zwar entnimmt man dem
Bild 6, dass die Schwingung vom ersten bis zum letzten Oszillator übertragen
wird und dann wieder zurückflutet, aber es erfolgt auch schon nach dem
ersten Übergang ein Anschwingen des ersten Oszillators auf der Strecke,
die eigentlich ruhig bleiben sollte. Ruhephasen befinden sich nur bei den
beiden mittleren Oszillatoren. Was liegt hier vor? – Vielleicht, so könnte
man meinen, sei schon im Ansatz des Gleichungssystems etwas falsch, oder
das Programm sei nicht richtig eingerichtet worden. Schließlich könnte auch
beim Übergang von der Dreierkette zur Viererkette etwas Neues auftreten,
möglicherweise ein Qualitätssprung. –

Betrachtet man den Schwingungsverlauf einer Fünferkette von Oszillatoren
im Bild 7, so bemerkt man das Phänomen des teilweisen Rückflutens der
Schwingung noch deutlicher:

Bild 7 Schwebungen einer Kette von 5 Oszillatoren (gleiche ωi und µi, alle %i = 0).

Man sieht am Bild 7 aber noch mehr: Das teilweise Hin- und Rückfluten
der Schwingungen erfolgt vornehmlich zwischen jeweils den beiden Oszilla-
toren am Rande der Kette, also zwischen dem ersten und zweiten sowie dem
vierten und fünften der Oszillatoren. Nur der mittlere dritte Oszillator zeigt
eine Ruhephase. Nach weiterem Hin und Her der übertragenen Schwingun-
gen bricht allmählich die Ordnung zusammen. Die Impulse verteilen sich
ungeordnet – fast chaotisch – auf die Glieder der Kette.
Dies aber widerspricht der Erfahrung über die Ausbreitung von Wellen –
z. B. Wasserwellen, Seilwellen oder elektromagnetischer Wellen. Die Welle
ist gekennzeichnet durch die fortschreitende Übertragung von Impuls und
Energie über gekoppelte Schwingsysteme als homogenes Medium und lässt
ihren Ausgang in Ruhe zurück.
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Das Verfahren zur analytischen und numerischen Behandlung gekoppel-
ter Schwingungen wurde hier nur in seiner einfachsten Form angedeutet.
Keineswegs wird jedoch hiermit eine allgemeine Lösung gegeben. Bei jeder
Kopplung zwischen zwei Oszillatoren findet nämlich eine gegenseitige Be-
einflussung mit der Folge von Frequenzveränderungen statt, wodurch die
Phasen verschoben werden und keine vollständige Impulsübertragung erfol-
gen kann. Das wird schon deutlich bei zwei gekoppelten Oszillatoren, die
nicht in ihren Parametern übereinstimmen. Es treten Verstimmungen auf,
die zu Verteilungen und Reflexionen der Impulse führen. Aus dem Miteinan-
derwirken der gekoppelten Oszillatoren ergeben sich die Eigenfrequenzen,
die von den eigenen Frequenzen der isolierten Oszillatoren abweichen.

Eine plausible Erklärung folgt aus dem Verständnis des Prozessverlaufes:
Zwischen zwei benachbarten Oszillatoren erfolgen Impulsübergänge in bei-
den Richtungen – hin und zurück. Bei einem Übergang in der einen Richtung
wird der Impuls von dem erstbetrachteten Schwinger abgezogen und dem
zweitbetrachteten hinzugefügt. Dabei verändern sich die Frequenzen bei-
der Schwinger. Wird der Impuls nun zu einem drittbetrachteten Schwinger
weitergeleitet, so setzt sich die Veränderung der Frequenz fort. Bei der Re-
flexion des Impulses am Ende der Kette wird die Zerstreuung des Impulses
noch weiter fortgesetzt. Nur bei Ketten von zwei bis drei Oszillatoren tritt
eine unmittelbare Rückgabe des Impulses auf, und die Symmetrie bleibt
erhalten. Durch Anpassung der Übergangsgrößen µi an den Rändern der
Kette kann man den Verlauf der Schwingungen mit ihren Schwebungen in
den Gliedern der Kette weitgehend beeinflussen8.

Die Methode, den Veränderungen der Eigenfrequenzen durch die Kopp-
lungen nachzuspüren, besteht in der

”
Variation der Parameter“, die den

Funktionsverlauf der Komponenten des Reaktionssystems bestimmen, und
in der iterativen Anpassung an den vorgegebenen Kurvenverlauf durch Mi-
nimierung der summarischen Abweichungen9. Diese Methode lässt sich nur
dann anwenden, wenn der Funktionsablauf des Prozesses eindeutig formu-
liert ist und an den physikalisch begründeten Verlauf angepasst werden soll.

Die Parameter des gekoppelten Schwingsystems sind die Größen ωi, µi, %i.

8Für die viergliedrige Kette (Bild 6) ergab die Anpassung der µi durch versuchsweise Veränderungen,
Rechnung und Darstellung eine Verringerung der Übergangsgrößen am Rande um 1/4 gegenüber der Mitte.

9Die sogenannte ”Methode der kleinsten Quadrate“ zur Anpassung einer aus der Theorie folgenden
analytischen Formel an einen aus der Messung gegebenen Kurvenverlauf durch Variation der Parameter
wurde von E. Gerth und Yu. V. Glagolevskij an stellaren Magnetfeldern angewendet. Die Parameter
sind die Quellen des Magnetfeldes innerhalb oder außerhalb des Sterns, welche die Eigenwerte des gesamten
raumfüllenden Feldes bestimmen, also auch der beobachtbaren kartografischen Bereiche der Oberfläche.
Internet: www.ewald-gerth.de/111.pdf www.ewald-gerth.de/117.pdf
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Die Behandlung der Kopplung von Schwingungen allein durch Impulsüber-
tragung reicht jedoch nicht aus, um den physikalischen Sachverhalt ganz
zu erfassen. Die physikalische Grundlage der Kopplung der Schwingsysteme
ist letztlich der Übertragungsmechanismus, welcher auf die Kraftkopplung
zurückgeht. Aus der Lösung des Systems der Schwingungsdifferentialglei-
chungen bei Kraftkopplung ergeben sich die Eigenfrequenzen automatisch.
Der Rechnungsgang entspricht formal demjenigen der Impulskopplung.

Die Ermittlung der Eigenwerte ist dabei nicht erforderlich.

Zur Demonstration der Phänomene der Kopplung wurde von den vielen,
oft komplizierten Verknüpfungsmöglichkeiten von Oszillatoren die Kette

ausgewählt, weil hierbei leicht übersehbare Verhältnisse und Erfahrungen
vorliegen, die eine Beurteilung des Ansatzes und der Lösung des Problems
erlauben. Es geht in diesem Aufsatz vor allem um diese eine Aussage:

Schwingungen und Schwebungen sind reaktionskinetische Prozesse.

8 Das Weite Feld der gekoppelten Reaktionsprozesse

Die analytische Darstellung des Prozessverlaufes kraftgekoppelter Systeme
ist aus der Theoretischen Physik als ein kompliziertes Problem bekannt.
Die Analogie zu den Aussagen der Theoretischen Mechanik ist weitgehend.
Bekanntermaßen werden kraftgekoppelte Bewegungen im freien Raum – wie
beispielsweise der Gestirne im Weltraum – durch die Lagrangeschen Glei-
chungen 1. Art beschrieben, in denen Lage- und Impulskoordinaten gleich-
rangig und simultan behandelt werden.

Der Bogen von den Schwingungen bis zum Makrokosmos scheint auf den
ersten Blick wohl etwas zu weit gespannt zu sein, ist aber keineswegs abwe-
gig; denn das Spiel von gekoppelten Gravitations- und Zentrifugalkräften
der kosmischen Objekte bestimmt die Orbitalbewegungen von Planetensy-
stemen und Galaxien ... , welche im dreidimensionalen Raum als projizierte
Schwingungen erscheinen.

Andererseits sind Vorgänge im Mikrokosmos – im Atom und Molekül,
im Atomkern und im Kristallgitter – als Prozesse zwischen gekoppelten
Reaktionspartnern zu verstehen, deren Verlauf durch eine Matrixdifferenti-
algleichung mit beliebig hohem Rang dargestellt werden kann.

Makrokosmos und Mikrokosmos – vereint im Universum – stellen einen
unendlichen Reaktionsraum dar, in welchem der Vektor der Komponenten
durch fortwährende Transformation mit einer prozesstreibenden Resolven-
tenmatrix unumkehrbar in der Zeit voranschreitet.
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Diese Aussage ist von prizipeller Bedeutung; der praktische Nutzen für nu-
merische Berechnungen darf dabei nicht im Vordergrund stehen.

Dennoch sei festgestellt: Die moderne Rechentechnik (Jahr 2014) ermöglicht
mit hoher Rechengeschwindigkeit und großer Speicherkakazität eine ratio-
nelle analytische und numerische Behandlung komplexer Reaktionssysteme,
wovon gekoppelte Schwingungen oder auch makrokosmische oder mikrokos-
mische Bewegungen lediglich Beispiele sind. Dieses weite Feld soll jedoch
hier nicht weiter betreten werden. Es galt zu zeigen, dass für Schwingun-
gen auch bei Kraftkopplung – gleichermaßen wie bei Impulskopplung – das
Matrizen-Transformationsgesetz gilt.

9 Abschließende Bemerkung

Für die Behandlung gekoppelter Oszillatoren erweisen sich die Matrizen-
Differentialgleichungssysteme als besonders zweckmäßig. Es ist damit prin-
zipiell möglich, beliebig viele gekoppelte Oszillatoren, etwa als Atome in Mo-
lekülen oder in Kristallen, zu beschreiben und zu berechnen; hierbei sind
auch variable Kopplungen sowohl zwischen linearen (kettenartigen) oder
flächenhaften bzw. räumlich angeordneten Oszillatoren darstellbar.
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Oscillations

represented as a transformation problem

of matrix functions

Horst Melcher and Ewald Gerth

Abstract

Oscillations are usually represented as the solution of a differential equa-
tion of second order. From this conventional form of the solution, it is not
evident at once that the oscillating system goes over from a state at the
beginning to a state at a later time by transformation of the components.
In the here referred article it is demonstrated, that oscillations can defini-
tely be characterized as a problem of transformation by means of matrices,
which reproduces completely the classical solution of the oscillation diffe-
rential equation. The oscillation is regarded as a reaction process, which
is simulated in a functional sequence of small steps establishing the resol-
ving matrix by expansion of a matrix exponential series. There is no need
for the solution of any eigenvalue problem. The application of matrices,
moreover, proves to be especially suitable for the analytical treatment and
numerical calculation of coupled oscillators. Coupling is investigated by the
resonance of an oscillator on excitation of external oscillations. By this way
one can describe even extended systems of coupled oscillators like atoms
and molecules in a crystal lattice in different mutual relations and spatial
arrangements. The matrix version to treatise oscillation processes offers the
advantage that it could be adjusted to the well-developed methods of the
solution of interacting reaction systems, the calculating algorithms of which
are already at disposition. In such a reaction system an oscillator is repre-
sented as a reacting component by a two-row elementary submatrix of the
type of Pauli’s spin matrices. Thus, also the combination with other – e.g.,
physical, chemical, or biological – reaction systems and the simultaneous
solution of them is possible.
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Ein heuristisches Modell
für Linienprofile1

Horst Melcher und Ewald Gerth

Die Fourier-Transformation einer Poisson-Verteilung ergibt eine Vertei-
lungsfunktion, die man als Lorentz-Funktion n-ten Grades bezeichnen kann;
sie ist zur Darstellung von symmetrischen Linienprofilen geeignet. Diese Funk-
tion umfasst die Grenzfälle der Gauß-Funktion und der Lorentz-Funktion
ersten Grades. Mit ihr lassen sich Voigt-Funktionen approximieren und er-
setzen. Eine allgemeine Lorentz-Funktion – ein multiplikativer und additiver
Ausdruck – ergibt sich auch für Leistungsübertragungen bei Netzen elektroni-
scher Tiefpässe, so dass ein abstraktes Modell eines solchen Netzwerkes (bzw.
kinetischen Reaktionssystems) den Vorgängen im Originalraum zugrunde gelegt
werden kann, die den statistischen Verteilungen im Frequenzraum entsprechen.

Einleitung

Für Linienprofiluntersuchungen wird häufig die Voigt-Funktion ver-
wendet, die aus der Faltung einer Lorentz- und einer Gauß-Funktion
entsteht. Hierbei sind nicht immer die speziellen Voraussetzungen eines
Dispersions- und eines Dopplerprofils erfüllt.

Es werden nachstehend eine allgemeine Lorentz-Funktion (19) und ei-
ne Lorentz-Funktion n-ten Grades (11) definiert, die geeignet sind, den
Bereich der Voigt-Funktion, der zwischen den Grenzlagen des Lorentz-
und Gauß-Profils liegt, zu erfassen und darüber hinaus auch noch rela-
tiv breitere Linienflügel darzustellen. Diese Funktionen ergeben sich auf
der Grundlage einer Modellvorstellung, wonach stufen- oder kettenförmige
Prozesse reaktionskinetischer Art im Originalraum zu Linienprofilen im Fre-
quenzraum führen.

Ein solches heuristisches Modell ist auch den Untersuchungen über Lei-
stungsfaktoren elektronischer Filter (Hoch- und Tiefpässe) adäquat, wobei
man durch Fourier-Transformation zur allgemeinen Lorentz-Funktion
gelangt. Durch Fourier-Transformation der Poisson-Funktion der Beset-
zungszahl z ergibt sich ein als Lorentz-Funktion des Grades n = z + 1
zu bezeichnender Ausdruck, der als Grenzfälle für n = 1 die Lorentz-
Funktion ersten Grades und für n → ∞ die Gauß-Funktion umfasst; die
Werte n < 1 führen auf Typen relativ breiter Linienflügel. Mit Hilfe der
Lorentz-Funktion n-ten Grades können Voigt-Profile approximiert bzw.
ersetzt und weitere Faltungen ausgeführt werden.

1Experimentelle Technik der Physik 25 (1977) 6, 521-525
Abstract – attached at the end of this article (page 92).
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1 Allgemeine Lorentz -Funktion

bei elektronischen Tief- und Hochpässen

Die Lorentz-Funktion

PL =
1

1 + x2 (1)

dient nicht nur zur Berechnung von Spektrallinienprofilen, sondern spielt
auch in vielfältiger Weise bei anderen physikalischen Aufgabenstellungen ei-
ne große Rolle, z. B. im Falle der Resonanz bei erzwungenen mechanischen
Schwingungen, bei Leistungsübertragungen durch elektronische Tiefpässe,
bei der Breit-Wigner-Beziehung für Wirkungsquerschnitte, bei der Depo-
larisation der Resonanzfluoreszenz als Funktion der Magnetfeldstärke (Han-
le-Effekt) und – in Analogie zur Voigt-Funktion – bei der Sechs-Faktoren-
Formel in der Reaktortheorie.

Den Leistungsfaktor eines elektronischen Tiefpasses beschreibt eine Lo-

rentz-Funktion vom Typ (1)

PL,T =
1

1 + (ωRC)2 =
1

1 + (ω
α)

2 ; (2)

hierin bedeuten ω die Kreisfrequenz, R den Widerstand und C die Kapazität
sowie α = 1/RC die Halbwertskreisfrequenz.

Die Frequenzfunktion (2) des Leistungsfaktors folgt aus der Sprungfunktion
an einem RC-Glied als Übergangsfunktion

U = U0e
− t

RC = U0 exp(−t/RC) 2 (3)

durch (einseitige) Fourier-Transformation

F(ω) =
∞∫

0

exp(−iωt)exp(−αt)dt =
α

α + iω
=

1

1 + i(ω
α)

.

Nach Multiplikation mit der konjugiert-komplexen Fourier-Transformier-
ten F ∗(ω) = 1

1−i(ω
α )

ergibt das Produkt F (ω)F ∗(ω) = Φ die Gleichung (2).

Für zwei hintereinandergeschaltete Tiefpässe (α1 = 1/R1C1 und α2 =
1/R2C2) erhält man als Fourier-Transformierte Φ12 = Φ1 · Φ2, also das
Produkt aus den einzelnen Fourier-Transformierten, da der Faltung der
Übergangsfunktionen im Originalraum eine Multiplikation ihrer Fourier-
Transformierten im Frequenzraum entspricht. Als Leistungsfaktor berechnet
man somit

PL,T =
1

1 + ( ω
α1

)
2 ·

1

1 + ( ω
α2

)
2 . (4)

2Günstigere Formeldarstellung durch Operatorschreibweise der Exponentialfunktion

86



Ein analoges Ergebnis erhält man für hintereinandergeschaltete Hochpässe.
Daraus ergibt sich dann für die aus m Hoch- und aus n Tiefpässen zusam-
mengesetzte Wahrscheinlichkeit der Leistungsübertragung

PL,T,H =
1

{ m∏
i=1

[1 + (ωH,i

ω )
2
]}{ n∏

k=1
[1 + ( ω

ωT,k
)
2
]}

. (5)

Der Produktausdruck (5) stellt eine verallgemeinerte Lorentz-Form dar:
darin bedeuten ωH,i bzw. ωT,k die Halbwertskreisfrequenzen des i-ten Hoch-
bzw. des k-ten Tiefpasses.

2 Fourier-Transformierte

der Gauss- und der Poisson-Funktion

Die Gauß-Funktion
PG =

α√
π

exp(−(αx)2/2) (6)

wird ebenfalls zur Darstellung impulsartiger Übergangsfunktionen verwen-
det [1], [2], [3]. Als Fourier-Transformierte erhält man wiederum eine
Gauß-Funktion im Frequenzraum

ΦG = exp


−

(
ω

α

)2
/2


 (7)

und als Leistungsfaktor bzw. als Intensitätsverteilung, die das zugehörige
Linienprofil beschreibt,

PG = exp(−
(
ω

α

)2
). (8)

Die Poisson-Funktion

Px,z =
(αx)z · exp(−αx)

z!
(9)

geht für z = 0 in die Exponentialfunktion und für z → ∞ in die Gauß-
Funktion über [4]. Hierin ist x die verallgemeinerte unabhängige Variable
(im speziellen Fall die Zeit t) und z die Zellenbesetzungszahl.

Damit kann gezeigt werden, dass zwischen der Lorentz-Funktion (2)
und der Gauß-Funktion (8) ein Übergang besteht, der durch die Poisson-
Funktion gegeben ist. Als Fourier-Transformierte der Poisson-Funktion
erhält man

Φp(ω) =

(
1− iωα

1 + (ω
α)2

)z+1
(10)

und für den Leistungsfaktor bzw. für die Intensitätsverteilung mit z+1 = n

PP =

(
1

1 + (ω
α)2

)n

. (11)
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Die Form der Spektrallinie ist gemäß (11) durch die Parameter α (ent-
sprechend einer Halbwertsbreite) und durch n bestimmt. Die Größe n ent-
spricht der Anzahl gleichartiger Tiefpässe gemäß Gl. (2) einer Übertragungs-
kette oder – in Analogie – der Ordnung eines kettenartigen Reaktionsablau-
fes. Die Beziehung (11) kann als Lorentz-Funktion n-ten Grades bezeich-
net werden.

3 Grenzfälle der Lorentz -Funktion n-ten Grades

Der Wahrscheinlichkeitsausdruck (11) ist bei der Fourier-Transformierten
einer Poisson-Funktion für die Besetzungszahl z gleich der (z + 1)-fachen
Potenz der Lorentz-Funktion (2). Die Gl. (2) erweist sich also als eine
spezielle Beziehung, die für z = 0 (bzw. n = 1) aus (11) folgt. Mit ande-
ren Worten: Die Fourier-Transformierte der Poisson-Funktion der Be-
setzungszahl z ist eine Lorentz-Funktion des Grades z + 1.

Es lässt sich nun zeigen, dass die Gauß-Funktion (8) für z → ∞ aus
der Fourier-Transformierten der Poisson-Funktion folgt. Man geht hier-
bei zweckmäßigerweise nicht von der anomalen Dispersionsbeziehung (6),
sondern von der normalen Dispersion aus,

FG(x) =
1√
2πn

exp(−(αx− n)2

2n
). (12)

Hierin ist n = z + 1 (s. [4], S. 25 und 94). Im Unterschied zu (7) findet man

ΦG(ω) = exp(−n/2) · exp(−n

2

(
ω

α
+ i

)2
), (13)

also zwar wiederum eine Gauß-Funktion, die allerdings wegen der Asym-
metrie der Funktion (12) zur Ordinatenachse nicht mehr reell ist; das Ma-
ximum hat eine Phasenverschiebung und ein Dekrement −n/2.

Als Leistungsfaktor ergibt sich aus (13) durch Multiplikation mit der
konjugiert-komplexen Größe

PP = exp(−n

(
ω

α

)2
). (14)

Diese Gl. (14) unterscheidet sich von (8) durch den Faktor n im Exponenten.

Bringt man die Gl. (11) mit z = n− 1 in die Form

PP =

(
1

1 + (ω
α)2

)n

= (1 +

(
ω

α

)2
)
−n

(15)

und führt für große n eine Reihenentwicklung durch,
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lim
n→∞PP(ω) =

∞∑

k=0

1

k!

[
−n

(
ω

α

)2]k

, (16)

so findet man für hinreichend große n

PP(ω) ≈ exp(−n

(
ω

α

)2
), (17)

d.h. – Übereinstimmung mit (14).

Die n-te Wurzel aus (14) ergibt also die Beziehung (8) für die anomale
Dispersion. Hingegen ergibt die n-te Wurzel aus (15) bzw. (11) die Lor-

entz-Funktion ersten Grades (2). Mit anderen Worten: Die n-te Potenz der
Lorentz-Funktion und die Gauß-Funktion gleichen sich um so mehr, je
größer der Exponent n ist. Die Lorentz-Funktion n-ten Grades (11) geht
demnach für n = 1 bzw. n → ∞ in die Grenzfälle der Lorentz-Funktion
ersten Grades und in die Gauß-Funktion über.

4 Weitere Verallgemeinerungen

Für die Hintereinanderschaltung von n gleichartigen Tiefpässen gilt gemäß
(11)

PP =

(
1

1 + (ω
α)2

)n

=
n∏

k=1

1

1 + (ω
α)2 . (18)

Die Produkte der Lorentz-Funktionen stellen Faltungen von (gleicharti-
gen) Exponentialfunktionen im Originalraum dar, also solcher Übergangs-
funktionen, wie sie z.B. bei Ketten von Tiefpässen und mehrstufigen reakti-
onskinetischen Prozessen vorkommen. Derartige aufeinanderfolgende Stufen
lassen sich als Schemata von Markow-Ketten angeben mit Übergangskoef-
fizienten α1, α2, α3, · · · αn; bei gleichen Elementen der Kette ist α1 = α2 =
α3 = · · · = αn.

Eine Verallgemeinerung der Profilfunktion (18) ergibt sich, wenn Tiefpäs-
se bzw. Kettenglieder unterschiedlicher Abkling- oder Übergangskoeffizien-
ten αk vorliegen. Beispielsweise ist eine sukzessive Übertragung von Energie
über eine gewisse Anzahl diskreter Stufen denkbar (z. B. Mehrfachstreu-
ung), wobei jeder Übergang durch eine eigene Halbwertszeit bzw. mittlere
Lebensdauer gekennzeichnet sein kann. In diesem Fall gilt statt Gl. (18) die
allgemeinere Form einer Profilfunktion

PP;α1,α2,···αn
=

n∏

k=1

1

1 + ( ω
αk

)2 . (19)
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In weiterer Verallgemeinerung kann ein umfangreiches Netzwerk von elek-
tronischen Tiefpässen vorliegen, die parallel- und hintereinandergeschal-
tet sind. Das bedeutet im abstrakten Wahrscheinlichkeitsmodell, dass sich
im Reaktionssystem des Originalraumes Wechselwirkungsprozesse gemäß
Sowohl-als-auch- und gemäß Entweder-oder-Wahrscheinlichkeiten superpo-
nieren. Das würde im Frequenzraum einer multiplikativen und additiven
Verknüpfung von Frequenzverteilungen entsprechen, so dass an Stelle von
Gl. (19) ein allgemeinerer Ausdruck der Form

P =
a1

(1 + ( ω
α1

)2)
n1

+
a2

(1 + ( ω
α2

)2)
n2

+
a3

(1 + ( ω
α3

)2)
n3

+ · · ·+ ak

(1 + ( ω
αk

)2)
nk

. (20)

oder
P =

k∑

1

i∏

1

aik

(1 + ( ω
αik

)2)
nik

. (21)

treten würde.

Dieser mathematische Formalismus kann – auch in Form der Gl. (11) – auf
die makroskopische Verteilungskurve der Intensität z.B. einer Spektrallinie
oder eines magnetischen Kernresonanz-Signals (NMR) übertragen werden,
so dass ein (abstraktes) Modell eines Netzwerkes elektronischer Tiefpässe –
bzw. eines statistischen Reaktionssystems – zur Analyse der Linien ange-
wendet werden kann. Beispiele für derartige Linienformanalysen sind von
Melcher und Gerth in [7] gegeben.

Die Beziehung (19), die für die Frequenztransmission eines Filters (Ab-
sorbers) gilt, ergibt sich auch aus der Fourier-Transformation einer als
Matrizengleichung geschriebenen analytischen Darstellung für das zeitliche
Verhalten einer kinetischen Reaktionskette; s. [5], dort Gl. (58). Das aber
bedeutet, dass eine Profilfunktion (im Frequenzraum) durch Prozesse reak-
tionskinetischer Art im Originalraum zustande kommt.

Die analytische Formulierung des Reaktionssystems eines kinetischen
Netzwerkes ergibt sich analog zu Gl. (3) aus der Transformationsbeziehung
für den Vektor der Komponenten c(t) der Übergangsfunktion

c(t) = exp(Kt) · c(0) (22)

mit der Koeffizientenmantrix K, welche die Kopplung zwischen den Kom-
ponenten und die Dämpfung angibt. Das Fourier-Integral

F(ω) =
∞∫

0

exp(−iωt)exp(Kt)c(0)dt =

=
∞∫

0

exp((K− 1iω)t)c(0)dt = (1iω −K)−1c(0) (23)
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ergibt die reziproke Matrix (1iω − K)−1, welche die Transformation der
Anfangsbedingungen der Komponenten im Frequenzraum vermittelt.
Nach Multiplikation der reziproken Matrix mit ihrer Konjugiert-Komplexen
(−1iω − K)−1 erhält man den Leistungsübertragungs-Faktor des gesamten
Reaktionssystems, welcher angibt, wie stark die Leistung einer aufgeprägten
Schwingung gemäß ihren Frequenzanteilen in den einzelnen Komponenten
des Systems in Erscheinung tritt,

F(ω)F∗(ω) = (1ω2 + K2)−1. (24)

Dies ist eine Lorentzsche Frequenzfilterfunktion in Matrixdarstellung.
Die skalare Version dieser Funktion ist aus der Elektronik als Tiefpass be-
kannt [10], [l1]. Die Matrixdarstellung Gl. (47) stimmt hiermit in der Ana-
logie Skalar/Matrix formal überein, umfasst aber sogleich das Frequenzver-
halten des gesamten Reaktionssystems – also Filterung und Resonanz.

Da nun das Netzwerk des Reaktionssystems verschiedene, statistisch ge-
mittelte Stufen und Wege mit Verzweigungen enthält, ergeben sich für die
Faktoren des Produktes der Lorentz-Faktoren nach Gl.(21) gebrochene
– also beliebige – Exponenten in der Formulierung von Gl. (11). In der
Kurvenanalyse nach [7] wird dieser Exponent aus experimentell gegebenen
Linienprofilen numerisch ermittelt.
Durch Faltung mit Gaussschen Verteilungsfunktionen erhält man auch in
der Matrizen-Formulierung die entsprechenden Matrix-Voigt-Funktionen.

Abschließende Bemerkung

Es lässt sich bei Linienformanalysen zeigen, dass mit Hilfe von Gl. (11)
Voigt-Profile approximiert bzw. ersetzt werden können. Im Gegensatz zu
einer Aussage von Born:

”
Die Ableitung der Voigtschen Formel ist aber

anfechtbar, die Formeln selbst sind verwickelt und undurchsichtig.“ ([6], S.
484) – ist die Lorentz-Funktion n-ten Grades (11) leichter handhabbar als
die allgemeine Lorentz-Funktion in der Form Gl. (19) oder gar Gl. (20)
bzw. Gl. (21).
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A Heuristic Model for Spectral-Line-Profiles

Horst Melcher and Ewald Gerth

Abstract

By means of the Fourier-transformation for the statistical Poisson-
distribution a function y(x) is obtained, which is called in this paper the
Lorentz-function of n-th degree:

y = (1 + x2)−n.

Special cases such as n = 1 or n →∞ are used for representing types of
spectral lines: the Lorentz- or dispersion-type and the Gauss-type, resp.
Up to now the region between these two types has been represented by the
so-called Voigt-function. The new general Lorentz-function is suitable
for approximating or replacing the complicated Voigt-function.

The general Lorentz-function is based upon an abstract model which
is valid for processes in kinetic systems or in electronic networks.

Publication

Zeitschrift für experimentelle Technik der Physik,
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Darstellung von Linienprofilen

durch Lorentz-Funktionen n-ten Grades1

Horst Melcher und Ewald Gerth

Es wird gezeigt, dass für die Analyse der Profilformen von Spektrallinien ei-
ne anpassungsfähige Lorentz-Funktion n-ten Grades verwendet werden kann.
Multiplikative und additive Verknüpfungen von Lorentz-Funktionen können
wiederum durch eine Lorentz-Funktion n-ten Grades approximiert werden.
Für das Analyseverfahren werden geeignete Tabellen zur Bestimmung von n
mitgeteilt.

Eine Gegenüberstellung der Tabellenwerte der Voigt-Funktion und der
Lorentz-Funktion n-ten Grades zeigt, dass die Voigt-Funktion durch die
Lorentz-Funktion n-ten Grades ersetzt werden kann. Bei Linien mit relativ
breiten Flügeln ist n < 1; in diesem Fall kann gefolgert werden, dass eine sol-
che Linie aus mehreren Komponenten zusammengesetzt ist. Rückschlüsse von
der im Frequenzraum makroskopisch gemessenen Verteilungskurve auf Art und
Zahl der (statistischen) Elementarprozesse oder Wechselwirkungsakte im Ori-
ginalraum sind nicht eindeutig.

Einleitung

Profile symmetrischer Spektrallinien lassen sich häufig durch Voigt-
Funktionen anpassen, die sich durch Faltung einer Gauß-Funktion mit
einer Lorentz-Funktion (ersten Grades) ergeben. In der Arbeit [1] wurde
gezeigt, daß sich Profilfunktionen aus Produkten und/oder Summen von
allgemeinen Lorentz-Funktionen darstellen lassen:

PL =
k∑

1

i∏

1

aik

(1 + ( ω
αik

)2)
nik

(1)

In Gl. (1) bedeuten ω die Frequenz, αik die Übergangskoeffizienten bzw.
Halbwertsgrößen und die aik die maximalen Werte (Scheitel) des jeweili-
gen Profils. Für hintereinander ablaufende Stufenprozesse im Modell eines
reaktionskinetischen Systems gilt der Produktausdruck

PL =
1

k∏
1
(1 + ( ω

αk
)2)

. (2)

Nachstehend soll die einfache Form PL ≡ y mit n gleichen Halbwertsgrößen
x0,5 für die Darstellung von Linienprofilen verwendet werden,

y =
1

(1 + ( x
x0,5

)2)
n . (3)

1Experimentelle Technik der Physik 25 (1977) 6, 527-538.
Abstract – attached at the end of this article (page 106).
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Diese Gleichung kann man als Lorentz-Funktion n-ten Grades bezeichnen,
die für n = l in die (übliche) Lorentz-Funktion ersten Grades und für
n →∞ in die Gauß-Funktion übergeht; man erhält sie auch als Fourier-
Transformierte der Poisson-Funktion [1].

Offensichtlich werden durch (3) Kurvenverläufe, d.h. Profilformen, be-
schrieben, die in den Bereich der Voigt-Funktion fallen. Überdies lassen
sich aber auch für n < 1 Profile mit sehr breiten Flügeln darstellen.

Zweifellos sind die Voraussetzungen der Voigt-Funktion nicht in allen
Analysefällen erfüllt, so dass sich eine einfacher zu handhabende Funktion
(3) als praktisch erweisen kann. Im Hinblick auf die abstrakte Modellvorstel-
lung von im Originalraum hintereinander und nebeneinander ablaufenden
Stufen- oder Kettenprozessen könnte der Gl. (3) [bzw. Gl. (1)] eine weiter-
gehende Bedeutung zukommen als nur die einer bequemen Approximations-
oder Interpolationsformel. Die Beziehungen (1), (2) und (3) können als
Wahrscheinlichkeitsausdrücke (Verteilungskurven) aufgefasst werden.

Im folgenden werden Kurvenanpassungen mit Lorentz-Funktionen n-
ten Grades durchgeführt, an Hand einiger Beispiele näher erläutert und mit
Werten von Voigt-Funktionen verglichen.

1 Das Verfahren zur Linienformanalyse

Der Funktionsverlauf nach Gl. (3) ist für verschiedene n-Werte in Abb. l
dargestellt. Die (halbe) Halbwertsbreite x0,5 der Linie ergibt sich für y = 0, 5,
die (halbe) Zehntelwertsbreite x0,1 für y = 0, 1 usw. Bei der Analyse ist in
jedem Fall der maximale y-Wert ymax (an der Stelle x = 0) y = 1.

Für die Kurven Nr. 1, 5 und 6 ist x1,5 = 1 gewählt, ebenso für die Kur-
venparameter n = 0, 5 und n = 0.25. In dem gestrichelten Bereich würden
die Voigt-Funktionen verlaufen. In diesem Bereich liegen aber auch die
Lorentz-Funktionen für 1 ≤ n < ∞. Oberhalb von n = 1 (für x > 1)
verlaufen die Kurven für n < 1; sie weisen relativ breite Flanken auf.

Mit wachsenden n-Werten fallen die Kurven rascher ab, und der Unter-
schied zwischen der Gauß-Funktion und einer Lorentz-Funktion hohen
Grades wird zunehmend geringer. Am deutlichsten treten die Unterschiede
der n-Werte in den Kurvenausläufern hervor.
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Zur Ermittlung von n bestimmt man aus der experimentellen Kurve am
günstigsten x0,1 und x0,5. Der Quotient ist gemäß Gl. (3)

x0,1

x0,5

=

√√√√√
n
√

10− 1
n
√

2− 1
, (4)

worin n in impliziter Form enthalten ist. Man entnimmt n aus Tabelle l, die
sich bequem mit Hilfe eines elektronischen Taschenrechners aufstellen lässt.
Der Exponent n kann auch durch numerische Inversion der Gl. (4) iterativ
nach dem Newtonschen Näherungsverfahren bestimmt werden.
Für n →∞ ergibt sich

x0,1/x0,5 =
√

ln 10/ln 2. (5)

Als Kriterium dafür, dass exakt eine Lorentz-Funktion n-ten Grades vor-
liegt, verwendet man weitere Quotienten gemäß Gl. (4), um festzustellen,
ob n = const ist. Verfügt man beispielsweise in den Kurvenausläufen noch
über die Werte x0,05 und x0,01, so bestimmt man die Quotienten

x0,05

x0,5

=

√√√√√
n
√

20− 1
n
√

2− 1
(6)

bzw.

x0,01

x0,5

=

√√√√√
n
√

100− 1
n
√

2− 1
(7)

und entnimmt die zugehörigen n-Werte den Spalten 3 und 4 der Tabelle 1.

Im Hinblick auf Gl. (5) findet man nunmehr für n →∞
x0,1/x0,5 =

√
ln 20/ln 2 (8)

bzw. in bezug auf Gl. (7)

x0,1/x0,5 =
√

ln 100/ln 2. (9)

Im Fall, dass n nicht konstant ist, kann man für die Kurvenanpassung
gemäß Gl. (4) erforderlichenfalls n etwas variieren, was ebenfalls mit einem
elektronischen Taschenrechner bequem durchzuführen ist.

Mit diesem Verfahren der Linienprofil-Analyse kann man also rasch ent-
scheiden, ob ein Gauß- oder Lorentz-Profil ersten Grades vorliegt: Man
misst die (halbe) Zehntelwertsbreite sowie die (halbe) Halbwertsbreite. Er-
gibt daraus der Quotient den Wert 1,8226... , so handelt es sich um ein
Gauß-Profil; für den Quotienten 3,0000... folgt n = 1, also das übliche
Lorentz-Profil (Tab. l, Spalte 2).
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In der gleichen Weise führt der Quotient x0,05/x0,5 = 2, 0789 auf ein
Gauß-Profil und x0,05/x0,5 = 4.3589 auf ein Lorentz-Profil ersten Grades.
Messungen der (halben) Hundertstelwertsbreite ergeben – ins Verhältnis
zur (halben) Halbwertsbreite gesetzt – bei der Gauß-Kurve den Quotien-
ten 2,5776... und bei der Lorentz-Kurve ersten Grades 6,2449... (s. Tab.
1, Spalte 3 bzw. 4).

Die Spalten Nr. 2, 3, 4 der Tabelle 1 werden simultan angewendet, um zu
entscheiden, ob ein Profil durch einen einheitlichen n-Wert darstellbar ist.
In diesem Fall misst man stets die drei Breiten x0,1, x0,05 und x0,01 – außerdem
x0,5. Ist n dann für alle drei Quotienten (4). (6) und (7) gleich, so liegt exakt
eine Lorentz-Funktion des Grades n vor.

Selbstverständlich kann der n-Wert bei diesen Lorentz-Funktionen auch
durch Quotienten anderer Halbbreiten (z. B. x0,8/x0,2) bestimmt werden,
wofür man dann weitere Spalten in Art von 2. 3 oder 4 berechnet.

Das Analyseverfahren wird noch durch folgende Beispiele erläutert. Mes-
sungen am Profil ergeben x0,1 = 2,0796 und x0,5 = 0,9102. Für den Quotienten
x0,05/x0,5 = 2, 2848 entnimmt man aus der Spalte 2 der Tabelle 1 den Wert

n = 2 und aus Spalte 5 xH =
√

n
√

2− 1, also xH = 0, 6436. Damit ergibt sich
für die Lorentz-Funktion

y = [1 + (x · xH/x0,5)
2]−n ,

also
y = [1 + 0, 5000x2]−2.

Es liegt exakt eine Lorentz-Funktion zweiten Grades vor, da die Quotien-
ten x0,05/x0,5 = 2, 89525 und x0,01/x0,5 = 4, 66132 jeweils auf denselben Wert
n = 2 führen.

2 Approximation allgemeiner Lorentz -Funktionen

durch Lorentz -Funktionen n-ten Grades

Wenn sich für die verschiedenen Quotienten (4), (6) oder (7) unterschiedli-
che n-Werte ergeben, so kann dieser Sachverhalt darauf hindeuten, dass an
Stelle der Lorentz-Funktion n-ten Grades (3) eine allgemeine Lorentz-
Funktion (2) oder (1) vorausgesetzt werden muss. In der nachstehenden
Tabelle 2 werden Beispiele angeben, wonach Produktfunktionen (2) in be-
friedigender Weise mit Hilfe von (3) approximiert werden können; hierbei
ergeben sich im allgemeinen gebrochene n-Werte. Es gilt also

y =
1

m∏
i=1

[1 + ( x
αi

)2]
−→appr.

1

[1 + (xrx)2]n
, (10)
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wobei xr den Quotienten der (halben) Halbbreite xH für den betreffenden
n-Wert und der Halbbreite der Produktfunktion x0,5 bedeutet,

xr = xH/x0,5. (11)

Es lässt sich zeigen, dass für die Grenzlagen x/α → 0 und x/α → ∞ ein
Produkt von Lorentz-Funktionen wieder eine Lorentz-Funktion ergibt.
Das Übergangsgebiet wird durch mittlere Werte von n und α approximiert.

Aus den Beispielen Nr. 3 und Nr. 4 der Tabelle 2 ist ersichtlich, dass man bei
der Analyse von Leistungskurven im Falle elektronischer Tiefpässe [1] auf
das Vorhandensein dreier gleichartiger hintereinandergeschalteter Tiefpässe
schließen würde, obgleich realiter vier verschiedene Tiefpässe vorliegen. Das
gilt auch analog für die Beispiele Nr. 5 und Nr. 6 der Tabelle 2.

Es ist also angezeigt, mit größter Vorsicht und mit größten Vorbehal-
ten aus Messungen makroskopischer Verteilungskurven (Intensitäten) Rück-
schlüsse auf die mikrophysikalischen Vorgänge zu ziehen und Aussagen über
die Einzelprozesse oder über Zahl und Art von Wechselwirkungen machen
zu wollen. Derartige Aussagen verstehen sich selbstverständlich allein inner-
halb der Gültigkeitsgrenzen des zugrunde gelegten Modells (und der jeweili-
gen Messgenauigkeit), wobei die Messergebnisse durchaus nicht mit Sicher-
heit das vorausgesetzte Modell bestätigen können. So können beispielsweise
Messergebnisse eo ipso sowohl mit dem einen (Voigt-Funktion) also auch
mit dem anderen Modell, das zur allgemeinen Lorentz-Funktion führt,
übereinstimmen.

3 Additive und multiplikative Zusammensetzung

von Lorentz -Funktionen

Praktische Analysen von Linienformen sowohl bei optischen Spektrallinien
[2] als auch bei Kernresonanzspektren [3] führen auch zu Werten n < 1.
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Dieser Sachverhalt kann darauf hindeuten, dass sich in diesem Fall zwei
oder mehrere Komponenten additiv zu der resultierenden Messkurve zusam-
mensetzen. Das gilt für Komponenten gleicher sowie ungleicher maximaler
y-Werte. In der nachstehenden Tabelle 3 sind einige Beispiele für n < 1
aufgeführt.

Die Analysen der Summenfunktionen ergeben, dass eine solche Funkti-
on nur durch einen mittleren n-Wert (sowie eine mittlere Halbwertsbreite)
angenähert werden kann. Beispielsweise liefert die Analyse für die Summen-
funktion Nr. 5 (Tabelle 3) gemäß den Quotienten der Gl. (4), (6) und (7)
die n-Werte 0,91, 0,94 und 0,96. Im allgemeinen ist dem n-Wert für x0,1/x0,5

der Vorzug zu geben, da x0,05 oder x0,01 – wenn überhaupt – mit geringerer
Genauigkeit aus den Messkurven zu entnehmen sind.

Die Superposition von Lorentz-Funktionen n-ten Grades unterschiedli-
cher ymax-Werte kann ebenfalls durch eine resultierende Lorentz-Funktion
approximiert werden. Hierbei ergibt sich, dass dadurch im allgemeinen die
resultierende Halbwertsbreite und der resultierende n-Wert verändert wer-
den. Das zeigt beispielsweise der Vergleich von

(1 + x2)−1 + 0, 2(1 + 4x2)−1 − −→approx. [1 + (1, 34x)2]−0,95

mit dem Beispiel 1 in der Tabelle 3.

Verknüpft man additiv die Beispielfunktionen Nr. 3 und Nr. 5 der Tabelle
2 mit der Funktion Nr. 6 der Tabelle 3, so erhält man

y = [1 + (3, 3127x)2]−0,4. (12)

Der Ausdruck Gl. (12) steht näherungsweise für 12 Lorentz-Funktionen
y (12). Den Werten y (12) werden die gemäß Gl. (12) errechneten Werte in
der nachstehenden Tabelle 4 gegenübergestellt.
Für bessere Anpassungen kommen Verfahren zur nichtlinearen Approxima-
tion [4] in Frage; in diesem Fall werden dann Rechenprogramme eingesetzt,
z.B. [5].
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Innerhalb der Zeichen- und Messgenauigkeit stimmen die
”
Messwerte“

y (12) mit den approximierten y-Werten des extremen Beispiels (Tabelle
4) gut überein. Diese Komposition aus 12 Lorentz-Funktionen zeigt, dass
multiplikative und additive Verknüpfungen – analog der Zusammensetzung
aus Sowohl-als-auch- und Entweder-oder-Wahrscheinlichkeiten – zu Verbrei-
terungen glockenförmiger Kurven führen, die – approximativ – Linienprofile
darstellen können. Das abstrakte Modell eines Systems in Art kinetischer
Reaktionsabläufe und die damit verbundenen Wahrscheinlichkeitsausdrücke
für statistische Verteilungskurven eröffnen möglicherweise eine allgemeinere
Anwendbarkeit und Anpassungsfähigkeit als die Voigt-Funktion, die sich
aus der Faltung der Gauß-Funktion und der Lorentz-Funktion ersten
Grades ergibt. Solche Faltungen können auch mit Hilfe allgemeiner Lo-

rentz-Funktionen oder Lorentz-Funktionen n-ten Grades durchgeführt
werden.

4 Beispiele für Linienformanalysen

Im allgemeinen ist nicht bekannt, aus wieviel Lorentz-Faktoren oder/und
Lorentz-Summanden eine resultierende Messkurve zusammengesetzt ist,
so dass für Zwecke der Approximation eine Lorentz-Funktion n-ten Gra-
des für die nachstehenden Analysebeispiele vorausgesetzt werden soll.

Von historischem Interesse sei zunächst die Analyse der roten Lithium-
Linie und der beiden gelben Natrium-Linien von W. Voigt [6]. Voigt

fand, dass die Messkurven zwischen den Grenzfällen der Gauß- und der
Lorentz-Kurve (ersten Grades) liegen. Er approximierte die Messkurven
durch folgende Beziehung:

y =
arctan a

x2−b

arctan a
−b

. (13)

Voigt bemerkt zu diesem Ausdruck:
”
Derselbe bietet natürlich durch

die drei in ihm auftretenden Parameter von vornherein mehr Hilfsmittel zur
Darstellung der Erfahrung. Ich habe für die drei Kurven in den Tafeln diese
Parameter durch Probieren bestimmt ... “

100



Für die rote Li-Linie gibt Voigt die Parameter a = 143, b = 65 an,
für Na-D1 findet er a = 36, b = 26 und für Na-D2 schließlich a = 48,
b = 32. Bei der Voigtschen Kurvenanpassung fällt auf, dass die Messkurven
für Werte bis etwa x0,4 gut wiedergegeben werden, dass aber zu den weite-
ren Flügelausläufern die Messkurve rascher abfällt als die Anpassungskurve
(13).

Aus der nachstehenden Tabelle 5 ist ersichtlich, dass die Lorentz-Funk-
tion n-ten Grades, die als Anpassung an die Voigt-Funktion speziell für
den n-Wert aus x0,1/x0,5 gewählt wurde, ebenfalls für große x-Werte rascher
abklingt; damit liegt es nahe, eine Lorentz-Funktion n-ten Grades für die
drei klassischen Linienanpassungen zu bestimmen.

101



Als Darstellung gemäß Gl. (10) findet man

für die rote Li-Linie n = 3,3 und xr = 0,336,

für die D1-Linie (Na) n = 2,4 und xr = 0,681,

für die D2-Linie (Na) n = 2,5 und xr = 0,581.

Von G. Elste [2] wurde das Profil der He-D3-Linie (λ = 5876Å) durch
Voigt-Funktionen approximiert. Das in der Arbeit von Elste wiederge-
gebene Profil kann hinreichend genau auch mit einer Lorentz-Funktion
n-ten Grades dargestellt werden:

y = [1− (0, 00689x)2]−2,6, wobei x für ∆λ (in mÅ) steht.

Das von Elste in derselben Abbildung angegebene entzerrte Profil lässt
sich ebenfalls durch eine Lorentz-Funktion n-ten Grades darstellen:

y = [l + (0,3699x)2]−9.

Des weiteren findet Elste [2], dass sich die Krypton-Linie (λ = 5872Å)
durch die Summe zweier Voigt-Funktionen approximieren lässt. Gemäß
dem weiter oben angegebenen Analyseverfahren findet man einen n-Wert,
der kleiner als 1 ist: n = 0,8. Dieser Sachverhalt kann darauf hindeuten, dass
sich das Profil aus einer Summe von Lorentz-Funktionen zusammensetzen
lässt. Dieses Profil kann durch y = [1 + (0, 0487x)2]−0,8 dargestellt werden;
hierbei steht x wiederum für ∆λ, das im vorliegenden Fall in mÅ gemessen
wird.

Auf einen n-Wert, der kleiner als 1 ist, führt auch die Analyse eines
Kernresonanzsignals (NMR) [3]. Die Tatsache, dass für x0,1/x0,5 n = 0,65 ist,
legt den Schluss nahe, dass es sich auch in diesem Fall um eine additive
Zusammensetzung von Lorentz-Funktionen handeln kann.

Das abstrakt aufzufassende Modell von Stufen- oder/und Verzweigungs-
prozessen im Originalraum scheint auch geeignet für die Darstellung von
Stufenprozessen bei Streuvorgängen (z.B. Mehrfachstreuung) oder für die
Streuung von Licht an statistischen thermischen Dichteschwankungen in
Flüssigkeiten, der sog. Brillouin-Streuung. Es ist deshalb naheliegend,
auch Brillouin-Linienprofile durch die Lorentz-Funktion n-ten Grades
darzustellen, da für die zu überlagernden Linien nicht immer das übliche
Lorentz-Profil der Funktion ersten Grades als gegeben vorausgesetzt wer-
den darf. So wurde bei experimentellen und theoretischen Untersuchungen
an Tetrachlorkohlenstoff festgestellt, dass die Brillouin-Komponenten kei-
ne Lorentz-Form (ersten Grades) haben [7].
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5 Approximation bzw. Ersatz von Voigt-Funktionen

durch Lorentz -Funktionen n-ten Grades

Die vorstehende Tabelle 5 bringt einen Vergleich zwischen den Werten der
Voigt-Funktion und der mit einem geeigneten n-Wert jeweils angepassten
Lorentz-Funktion n-ten Grades. In den ersten drei Spalten und den zu-
gehörigen Zeilen sind die Zahlenwerte angegeben, die bei Unsöld [8] zu
finden sind. In der jeweils darunter stehenden Zeile sind die für den passen-
den n-Wert (Spalte 4) berechneten Werte der Lorentz-Funktion (incl. für
y = 0,9) aufgeführt. In den mit E gekennzeichneten Zeilen sind zum wei-
teren Vergleich die von Elste [2] berechneten Funktionswerte angegeben,
die für y = 0,2 dort nicht berechnet sind.

Diese Tabelle 5 kann für n < 1 ergänzt werden. Die Übereinstimmung der
Unsöld-Tabellenwerte von y = 0,9 bis y = 0,1 mit denen einer Lorentz-
Funktion n-ten Grades ist bemerkenswert. Selbstverständlich lässt sich eine
bessere Anpassung auch für y < 0, 1 vornehmen; allerdings stehen hier mit-
unter keine Messwerte oder aber nur Messwerte mit geringerer Genauigkeit
zur Verfügung.

Für den Wert η = β1/β2 = 1, 50 ist zum Vergleich noch eine Zeile D/V
eingefügt. Es handelt sich hier um Werte, die von Davies und Vaughan [9]
für Voigt-Profile berechnet wurden. Man erkennt deutliche Abweichungen
gegenüber den eine Zeile darüber stehenden Werten von Elste [2].

In der graphischen Darstellung (Abb. 1) ist die Kurve 5 der Lorentz-
Funktion 4. Grades von der Voigt-Funktion η = 0, 30 (Tabelle 5) kaum zu
unterscheiden. Ebenso kann man die Kurve 2 der Abb. 1 durch ein Voigt-
Funktionsprofil mit η = 0.79 (Tabelle 5) – und umgekehrt – ersetzen.

Abb. 1
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Auf einen Vergleich mit weiteren Tabellen wird verzichtet, da hierzu In-
terpolationen notwendig wären: Die Tabellen von F. Hjerting [10], V. A.
Ambarzumjan [11], G. D. Finn und Mugglestone [12] sowie die 8stelli-
gen Tafeln von D. G. Hummer [13] bringen die zu vorgegebenen x-Werten
gehörenden y-Werte, während in der obigen Tabelle 5 – in Anlehnung an
Unsöld [8] – die reduzierten y-Koordinaten vorgegeben sind.

Vergleicht man die Ordinatendifferenzen zwischen der Voigt-Funktion
und der Lorentz-Funktion n-ten Grades für die reduzierten Ordinaten
0,05, 0,02 und 0.01 in der Tabelle 5, so bleiben sie unter 1,6%. Dieser Un-
terschied verringert sich, wenn die n-Werte etwas kleiner gewählt werden,
wenn sie also auf x0,05/x0,5 oder x0,01/x0,5 bezogen werden. In der Praxis wer-
den aber die Ordinatenwerte für x0,05 oder für x0,01 relativ seltener oder zu
ungenau bestimmt, so dass x0,1 der übliche Bezugspunkt ist.

Es sei noch bemerkt, dass auch die beim Voigt-Profil vorausgesetzte
Dopplerbreite – gemäß einer Maxwell- bzw. Gauß-Verteilung – nicht
immer gewährleistet ist. So haben A. V. Eletzkij und B. G. Freinkman
[14] festgestellt, dass in Entladungen u.U. eine erhebliche Abweichung von
einer Maxwellverteilung besteht, was eine Abweichung der Spektrallinien-
form von der allgemein angenommenen Doppler-Linienform bedingt.

Die Genauigkeit der Anpassung von Messkurven und der daraus zu be-
rechnenden Größen hängt insbesondere von der experimentellen Messgenau-
igkeit ab. Größere Schwierigkeiten bereitet dabei der Übergang zum Kon-
tinuum bei Absorptionslinien. Hierdurch können die Halbwertsbreiten zu
klein bestimmt werden. Betrachtet man beispielsweise in Abb. l das Profil
für n = 0,25, so kann man – ohne Kenntnis des Nullniveaus – das Kontinu-
um für x → ∞ etwa bei 0,2 = y legen. Das aber führt zu einer fehlerhaf-
ten Bestimmung der Halbwertsbreite und damit zu einem größeren n-Wert,
nämlich zu ≈ 0, 67.

In ähnlicher Weise würde man für das Profil mit n = 0.5 – bei einem
angenommenen Untergrund bei y = 0, 1 – einen Wert n ≈ 0, 85 bestimmen.
Es ist nicht ausgeschlossen, dass mitunter auf diese Weise zu hohe n-Werte
bestimmt werden können. Erhält man z.B. bei dieser fehlerhaften Bestim-
mung des Rauschens (ymax also zu klein) einen Wert n = 1, so liegt eben
keine reine Lorentz-Linie vor, sondern möglicherweise ein Profil, das sich
additiv aus mehreren Komponenten zusammensetzen kann; in diesem Fall
ist nämlich der resultierende (mittlere) n-Wert kleiner als Eins.

104



Literatur

[1] Melcher, H.; Gerth, E.: Ein heuristisches Modell für Linienprofile. –
Exper. Technik Physik 25 (1977) 521–525.

[2] Elste, G.: Die Entzerrung von Spektrallinien
unter Verwendung von Voigt-Funktionen. –
Z. Astrophysik 33 (1953/54) 39-73.

[3] Gölz, E.; Zachmann, H. G.: Untersuchungen von teilkristallinem Polyäthylen
mit Hilfe der hochauflösenden Kernresonanz. –
Kolloid-Z. u. Z. Polymere 247 (1971) 814-819.

[4] Peil, J.: Ein Verfahren zur nichtlinearen Approximation und seine Anwendung
auf verschiedene naturwissenschaftliche, technische und medizinische Probleme.
Nova Acta Leopoldina 35 (1970) Nr. 195.

[5] Bard, Y.: IBM-Rechenprogramm “Nonlinear parameter –
estimation and programming”.
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Representation of spectral line profiles

by means of the Lorentz-function of n-th degree

Horst Melcher and Ewald Gerth

Abstract

It will be shown how to fit the Lorentz-function of n-th degree to profiles
of the spectral lines. Some examples are given for analyzing profiles by a
new method, called the “cutting-method”. Values of the Voigt-function
are compared with those of the general Lorentz-function (of n-th degree).
It seems to be impossible to differentiate these two functions by means of
experimental methods. The results of the analysis of profiles yielding n < 1
may be due to those profiles being composed of two or more components.
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Kommutativität, Zeitspiegelung und Impulsverhalten

pharmakokinetischer Reaktionen 1

Horst Melcher und Ewald Gerth

Die Pharmakokinetik erschließt Begriffe und Untersuchungsmethoden der
allgemeinen Reaktionskinetik für die Belange der Medizin, speziell der Pharma-
kologie. Die Reaktionskinetik ist heute nicht mehr an eine bestimmte Disziplin –
wie die physikalische Chemie – gebunden; sie ist darüber hinaus sogar zu einem
multivalenten Instrument der Behandlung vielfältiger und komplizierter Proble-
me geworden, die nicht nur in den Naturwissenschaften, z.B. in der Chemie,
der Physik und Biologie auftreten, sondern auch auf anderen Gebieten, wie etwa
in der Populationsentwicklung und in der Sozialgeschichte, anzutreffen sind.

Einleitung

In den bisherigen Arbeiten der Verfasser [3], [4], [5] und [6] wurden reaktions-
kinetische Probleme auf dem Gebiet der Photo- und Kernphysik behandelt,
die vorteilhaft auch auf das Gebiet der Pharmakokinetik übertragen und
dort angewendet werden können. Das trifft insbesondere auf die Begriffe
Kommutativität bzw. Nichtkommutativität (und damit auf den Matrizen-
kalkül), die Zeitspiegelung und das Impulsverhalten zu, die zweckmäßig
in die Pharmakokinetik eingeführt werden können. Damit ist dann eine
adäquate analytische Formulierung und Behandlung des Reaktionsgesche-
hens möglich.

Wie es bei Knorre [2, S. 12] heißt, bevorzugt die Pharmakokinetik
das Denken in mathematischen Modellen. Das aber bedeutet auch, bei-
spielsweise die Matrizen als den geeigneten Kalkül anzuwenden, da sie den
Problemen am besten angepasst sind (Nicht-Kommutativität mancher Re-
aktionen). Mit diesem Formalismus ist auch die analytische Darstellung der
oft zitierten Bateman-Funktion – z.B. bei Gladtke [7] – einfacher und
in seiner vielseitigen Anwendung durchsichtiger.

Neben dem Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten
(nach Bateman) spielt in der Pharmakokinetik auch ein allgemeineres Dif-
ferentialgleichungssystem mit nichtkonstanten Koeffizienten eine wichtige
Rolle. Ein solches ist beim Durchgang von Elektronen durch Stoffschichten
behandelt worden [8]. Die dort auftretenden Koeffizienten, die noch von der
Eindringtiefe abhängen können, lassen sich formal leicht als zeitabhängige
Reaktionskoeffizienten umschreiben.

1Wiss. Zschr. Päd. Hochsch. Erfurt-Mühlhausen, 19 (1983), Heft 1, S. 30-46.
Abstract – attached at the end of this article (page 130).
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1 Einführung der Begriffe Kommutativität,

Zeitspiegelung und Impulsverhalten

sowie deren Rolle in der Pharmakokinetik

1.1 Kommutativität

Unter der Kommutativität zweier Reaktionen wird verstanden, dass das Er-
gebnis zweier sukzessive verlaufender Reaktionsprozesse von der Reihenfolge
unabhängig ist.

Die Kommutativität ist trivialerweise erfüllt, wenn beide Reaktionspro-
zesse mit den gleichen Parametern ablaufen. Eine Kommutativität liegt je-
doch nicht immer vor. Man nennt zwei Reaktionen nichtkommutativ, wenn
die Vertauschung ihrer Reihenfolge zu unterschiedlichen Ergebnissen führt.

Dies sei an einem drastischen Beispiel erläutert: Von zwei Pharmaka be-
sitzt das eine für sich allein eine letale Wirkung; dagegen das zweite, für
sich allein harmlos, führt zu einer Entgiftung und hebt die Letalwirkung
auf. Es ist offensichtlich, dass der Zeitpunkt der Verabfolgung des zweiten
Pharmakons in Beziehung zum ersten von entscheidender Bedeutung für die
Überlebenschance ist. Die Vertauschung der Reihenfolge würde signifikant
unterschiedliche Ergebnisse liefern.

Aber auch bei Anwendung gleicher Pharmaka besteht zwischen zwei suk-
zessiven Reaktionsprozessen im allgemeinen Nichtkommutativität, wenn sie
sich in der Dosierung und damit auch in den Parametern unterscheiden.
So ist das Ergebnis einer therapeutischen Normalbehandlung und einer
nachfolgenden Intensivbehandlung offensichtlich von der Reihenfolge der
Behandlungen abhängig. In jedem Falle stellen die Endbedingungen der
Erstbehandlung die Anfangsbedingungen der anschließenden Zweitbehand-
lung dar. Es ist an und für sich naheliegend, zur analytischen Darstellung
der Nichtkommutativität den Matrizenformalismus einzuführen.

1.2 Zeitspiegelung

Unter der Zeitspiegelung eines reaktionskinetischen Prozesses wird die zeit-
liche Umkehr seines Verlaufes im Sinne einer berechenbaren Rückschau ver-
standen. Hierbei ist zu beachten, dass die Kausalfolge definitiv stets nur in
positiver Zeitrichtung voranschreitet.

Bei der Rückschau eines Prozesses werden die Endbedingungen eines
Prozesses mit negativer Zeit auf die Anfangsbedingungen zurückgeführt.
Auf diese Weise kann aus einem konstatierten Endzustand der Anfangs-
zustand und damit die zu einem früheren Zeitpunkt gegebene Dosierung
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eines Pharmakons ermittelt werden. Solche Situationen sind besonders in
der Gerichtsmedizin häufig.

Die Zeitspiegelung kann aber auch für diagnostische Untersuchungen
wichtig sein, wenn bei Feststellung eines Einflußagens der ursprüngliche Zu-
stand zu Beginn des Prozesses ermittelt werden soll.

1.3 Impulsverhalten

Unter dem Impulsverhalten wird die Reaktion auf von außen influenzierte
Veränderungen der Parameter und/oder der Zusammensetzung des Reakti-
onssystems verstanden.

Ohne solche von außen einwirkenden Veränderungen strebt jedes Reak-
tionssystem einem Gleichgewichtszustand zu, in dem es nach seinem Errei-
chen verharrt, wenn keine neuen Einflüsse einwirken.

Der pharmakologisch interessierende Verlauf einer Reaktion stellt stets
die Antwort des Systems auf einen von außen wirkenden Impuls (Ursache)
dar, unter dessen Einfluß das System in den neuen, durch die jeweils gel-
tenden Parameter definierten Zustand übergeht.
Der zeitliche Verlauf in der Zusammensetzung der Reaktionspartner ist die
Übergangsfunktion, die den einwirkenden Impuls irgendwie verzerrt wider-
spiegelt. Typisch ist dabei eine zeitliche Relaxation, d.h. eine zeitliche und
damit kausal nachfolgende Verzögerung des Impulsschwerpunktes.

In der Pharmakologie werden solche Impulse meist durch die Dosierung
und (zeitlich gestaffelte) Verabfolgung von Pharmaka gegeben, indem bei-
spielsweise die Konzentration einzelner Reaktionspartner sprunghaft herauf-
oder herabgesetzt wird. Im weiteren Verlauf der Reaktion werden dadurch
dann die Konzentrationen aller Partner verändert.

In der Therapie ist neben Fällen der einmaligen Verabfolgung eines Phar-
makons die repetitive Dosierung üblich, welche einer Impulsfolge entspricht.
Auf solche Impulsfolgen reagiert das gesamte System mit analogen Erschei-
nungen aufgezwungener Schwingungen. Es treten Einschwing-, Ausschwing-
vorgänge und stationäre Schwingungen auf. Für die Konzentrationen der
einzelnen Partner ergeben sich in Abhängigkeit von der Frequenz der aufge-
prägten Impulsfolge Amplituden-Frequenz-Abhängigkeiten in Analogie zu
den aus der Elektronik bekannten Frequenzpässen.

Hiermit lassen sich u.a. sinnesphysiologische Vorgänge, wie z.B. die Ver-
schmelzung des Flimmerns intermittierenden Lichtes beim Auge, von der
die Kinotechnik Gebrauch macht, beschreiben. Jedoch auch Biorhythmen
stellen Schwingungserscheinungen dar.
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Erwähnt sei die Anpassung der meisten Lebewesen an den Rhythmus der
Tages- und Jahreszeiten, also an von außen wirkende Einflüsse. In ande-
ren Fällen werden aber die Erregerimpulse für die Aufrechterhaltung einer
Bioschwingung von dem System selbst geliefert, indem (analog zur Elek-
tronik) eine Rückkopplung mit Impulsverstärkung wirksam wird. Ein Bei-
spiel für eine solche Schwingung ist die Herztätigkeit, deren Frequenz durch
geeignete Pharmaka in weiten Grenzen beeinflußbar ist, einschließlich der
Frequenz Null.

2 Analytische Beschreibung von Reaktionssystemen

und -prozessen

2.1 Reaktionsordnungen

In der Pharmakokinetik treten – wie auch in der physikalischen Chemie –
Reaktionen verschiedener Ordnung auf [1], [2], [9]. Reaktionen höherer als
zweiter Ordnung lassen sich als sukzessive Einzelreaktionen auffassen und
damit auf Reaktionen von höchstens 2. Ordnung reduzieren [9]. Es handelt
sich dabei meistens um Bruttoreaktionen, die über eine Reihe von Zwischen-
stufen zustandekommen. Durch Verzweigungen in den Reaktionsverläufen
ergeben sich auch gebrochene Reaktionsordnungen.

Man kann jedoch auch Reaktionen niedrigerer als 2. Ordnung durch Re-
aktionen 2. Ordnung mit Hilfe zeitlich nicht variabler Reaktionspartner dar-
stellen, wie sie bei quasistationären Zuständen vorliegen.

Somit kann man die Reaktion 2. Ordnung als den Normalfall der ge-
genseitigen Einwirkung mehrerer Reaktionspartner ansehen. Es gibt jedoch
auch physikalisch bedingte Reaktionen 1. Ordnung, bei denen es unzweck-
mäßig wäre, sie durch Reaktionen 2. Ordnung auszudrücken. Hierzu gehören
alle Zerfallsreaktionen, bei denen die Reaktion von keinem weiteren Reakti-
onspartner abhängt. Der Prototyp solcher Reaktionen sind spontane radio-
aktive Umwandlungen (mit oder ohne Verzweigung) [3].

Die Reaktionen 1. Ordnung führen auf lineare Differentialgleichungen, für
deren Lösung allgemeine Methoden ausgearbeitet worden sind. Schwieriger
gestaltet sich die Lösung der die Reaktionen zweiter Ordnung beschreiben-
den nichtlinearen Differentialgleichungen.

Wegen ihrer größeren Einfachheit greift man in der Pharmakokinetik be-
vorzugt auf die linearen Reaktionsdifferentialgleichungen zurück, mit denen
in vielen Fällen tatsächlich die wesentlichen Reaktionsphänomene erfasst
werden. Diese Darlegung soll darum von den linearen Systemen ausgehen,
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die in geeigneter analytischer Formulierung die Beschreibung der im Titel
genannten Begriffe gestatten. Darüber hinaus können aber auch die nicht-
linearen Reaktionssysteme mit einem erweiterten Formalismus behandelt
werden, was an anderer Stelle [9] näher ausgeführt wird. Schließlich lie-
fert die hier vorgelegte analytische Darstellung der Reaktionssysteme und
-prozesse auch die Algorithmen zu deren numerischer Berechnung.

2.2 Aufstellung des Reaktionsgleichungssystems

Ein Reaktionssystem besteht aus einer beliebigen Anzahl funktionell mit-
einander gekoppelter, reaktionsfähiger Komponenten (Reaktionspartner),
deren gegenseitige Einwirkung im Verlaufe des Reaktionsprozesses zu ei-
ner Veränderung der mengenmäßigen Zusammensetzung der Komponenten
führt.

Die zeitliche Veränderung des Mengenanteils einer Komponente ist ih-
re Reaktionsgeschwindigkeit. In einem homogenen Reaktionssystem werden
die Mengen der Komponenten üblicherweise auf das Volumen bezogen und
haben damit die Bedeutung der Konzentration c. Die Reaktionsgeschwindig-
keit der i-ten Komponente ist dann der zeitliche Differentialquotient dci/dt,
der von den Konzentrationen aller übrigen Reaktionspartner abhängt.

In einem linearen Reaktionssystem liefert jeder von insgesamt n Part-
nern einen seiner Konzentration ck proportionalen Anteil zur Veränderung
der i-ten Komponente, deren Größe durch einen Übergangskoeffizienten Kik

bestimmt wird. Die Gesamtveränderung der i-ten Komponente ist gegeben
durch die Summe

dci

dt
= Ki1c1 + Ki2c2 + · · ·+ Kincn. (1)

Für alle n Komponenten erhält man ein System von n linearen Differential-
gleichungen, in welchem die Übergangskoeffizienten die Wechselbeziehungen
zwischen den Reaktionspartnern bestimmen. Da jeder der n Partner mit je-
dem anderen in Beziehung stehen kann (was auch für den Fall keiner unmit-
telbaren Beziehung mit Kik = 0 zwischen der i-ten und k-ten Komponente
gilt), erhält man bei einer aus dem Differentialgleichungssystem nach Gl.
(1) folgenden übersichtlichen Anordnung der durch die Koeffizienten aus-
gedrückten Kombinationsmöglichkeiten das zweidimensionale Schema einer
quadratischen Matrix: 



K11 K12 · · · K1n

K21 K22 · · · K2n
...

... . . . ...
Kn1 Kn2 · · · Knn




= K (2)
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Mit der Anordnung der Komponenten in einem entsprechenden eindimen-
sionalen Schema als Vektor 



c1

c2
...
cn




= c (3)

lässt sich das Differentialgleichungssystem nach Gl. (1) als lineare Vektor-
transformation schreiben:

dc

dt
= Kc. (4)

Diese Differentialgleichung (4) sagt aus, dass der
”
Konzentrationsvektor“ c

durch die Transformationsmatrix K in den
”
Reaktionsgeschwindigkeitsvek-

tor“ dc/dt überführt wird.

2.3 Eine ad hoc-Lösung des als Vektortransformation
formulierten Reaktionsdifferentialgleichungssystems

Es ist eine bekannte Tatsache, dass in der geeigneten Formulierung, d.h.
der Erkennung und Erfassung eines Problems, bereits die Lösung enthalten
ist. Das trifft in besonderer Weise auch auf Gl. (4) zu. Bezogen auf das
infinitesimale Zeitintervall dt wird der Konzentrationsvektor c durch K in
den Differentialvektor dc transformiert. Für die Einsicht in den Charakter
solcher Transformationen sind Begriffe aus der Vektorgeometrie nützlich.
Die Transformation eines Vektors bewirkt eine Drehung, Streckung und
Verschiebung desselben im Vektorraum.

In entsprechender Weise kann man die Konzentrationen der Komponenten
eines Reaktionssystems als die Maßzahlen eines Vektors in einem Hyper-
raum mit ebensovielen Dimensionen wie Komponenten, dem sogenannten

”
Reaktionsraum“, ansehen. Der Reaktionsprozess bewirkt eine Umvertei-

lung der Mengen der einzelnen Reaktionspartner und damit eine Verände-
rung der Maßzahlen des Konzentrationsvektors, was einer Dreh-Streckung
dieses Vektors bei festgehaltenem Koordinatenursprung entspricht.
Das bedeutet, dass ein Konzentrationsvektor c(0) zu Anfang des Reaktions-
prozesses in den Endvektor c(t) nach Ablauf der Reaktionszeit t durch eine
zu Gl. (4) analoge Beziehung

c(t) = R(t)c(0) (5)

transformiert wird.
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Die zeitabhängige Transformationsmatrix R(t) repräsentiert die Lösung des
Differentialgleichungssystems und wird darum auch als Resolventenmatrix

bezeichnet. In der Reaktionskinetik wird sie
”
Reaktionsmatrix“ genannt.

Es ist bemerkenswert, dass eine Reaktionsmatrix gemäß Gl. (5) für jede
Veränderung in der Verteilung der Komponenten eines Reaktionssystems
existieren muss, also auch im Falle der Reaktionen höherer Ordnung mit
nichtlinearen Differentialgleichungen, da durch die Reaktionsmatrix stets
die Transformation des Reaktionssystems von einem Zustand in einen an-
deren beschrieben wird.

2.4 Die Reaktionsmatrix
von Reaktionssystemen erster Ordnung

Die konkrete analytische Gestalt der Reaktionsmatrix folgt aus der Lösung
der Matrix-Differentialgleichung (4), für die es verschiedene Methoden gibt.
Einen besonders einfachen Zugang zu der Lösung findet man durch Integra-
tion dieser Gleichung unter Hinzufügung des Anfangskonzentrationsvektors
c(0) als Integrationskonstante:

c(t) = c(0) +
t∫

0

K(τ)c(τ)dτ. (6)

Diese Volterrasche Integralgleichung 2. Art wird iterativ gelöst, indem
man die entartete Kernmatrix K(τ) in eine Neumannsche Reihe entwickelt,
die die Resolventenmatrix des linearen Differentialgleichungssystems mit im
allgemeinen nichtkonstanten Koeffizienten ist:

c(t) = (1 +
t∫

0

K(τ)dτ +
t∫

0

K(τ)
τ∫

0

K(τ ′)dτ ′dτ + · · · )c(0). (7)

Die Größe 1 bedeutet hierin die Einheitsmatrix. Die Hierarchie der Integra-
tionsvariablen wird durch τ , τ ′, τ ′′ usw. symbolisiert.

Im Falle der zeitlichen Konstanz der Koeffizientenmatrix K = Const ver-
einfacht sich die Resolventenmatrix bedeutend und kann als Matrix-Expo-
nentialfunktion geschrieben werden:

R(t) = 1 + K(t) +
1

2!
K2t2 +

1

3!
K3t3 + · · · = exp(Kt). (8)

Die Transformationsgleichung (5) nimmt damit die einfache analytische Ge-
stalt

c(t) = exp(Kt) · c(0) (9)
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an und liefert so ein für das ganze System geltendes Analogen zu der be-
kannten skalaren Lösung der Reaktion jeder einzelnen Komponente.

Die Analogie ist weitgehend und kann unter Berücksichtigung der Ma-
trixalgebra für analytische Herleitungen und Umformungen benutzt wer-
den. Durch die Reihenentwicklung der Matrix-Exponentialfunktion wird die
aus anderen Verfahren zur Lösung linearer Differentialgleichungssysteme be-
kannte aufwendige Ermittlung der Eigenwerte umgangen. Für die numeri-
sche Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion stehen Rechnerprogram-
me zur Verfügung.

3 Die Nichtkommutativität

zweier sukzessiver Reaktionen – eine Konsequenz

des Transformationscharakters der Reaktion

Zwei nacheinander ablaufende Reaktionsprozesse mit unterschiedlichen Re-
aktionsmatrizen R1 und R2 und den Reaktionszeiten t1 und t2 werden durch
zwei sukzessive Transformationen beschrieben, wobei die Endbedingungen
der ersten Reaktion

c(t1) = R1(t1) · c(0) (10)

die Anfangsbedingungen der zweiten Reaktion liefern,

c(t1 + t2) = R2(t2) · c(t1) (11)

oder nach Einsetzen von Gl. (10) in Gl. (11) :

c(t1 + t2) = R2(t2)R1(t1) · c(0). (12)

Es ergibt sich eine aus beiden Reaktionen resultierende Transformations-
matrix als Produkt beider einzelnen Reaktionsmatrizen

R21(t1 + t2) = R2(t2)R1(t1), (13)

vermittels derer der Anfangsvektor c(t0) in den Endvektor c(t1 + t2) über-
führt wird.

Für beliebig viele sukzessive Reaktionen ist die resultierende Transformati-
onsmatrix durch das vielfache Matrizenprodukt

Rn···21(t1 + t2 + · · ·+ tn) = Rn(tn) · · ·R2(t2)R1(t1) (14)

gegeben, in welchem gemäß der durch die Matrixalgebra definierten Ver-
knüpfungsregeln die Matrixfaktoren der sukzessiven Reaktionen mit wach-
senden Indizes von rechts nach links laufen.
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Diese Reihenfolge ist für die Matrizenmultiplikation von entscheidender Be-
deutung, da hierbei das Kommutationsgesetz für die Produktfaktoren im
allgemeinen nicht gilt und eine Vertauschung der Reihenfolge der Reakti-
onsprozesse zu unterschiedlichen Endergebnissen führt.

Somit gilt für die Produkte zweier unterschiedlicher Reaktionsmatrizen R1

und R2 allgemein bei Vertauschung ihrer Reihenfolge

R2R1 6= R1R2. (15)

Die Vertauschungsrelation liefert eine die Nichtkommutativität kennzeich-
nende Differenzmatrix

D = R2R1 − R1R2, (16)

die nur in Sonderfällen gleich der Nullmatrix O ist. Solch ein Sonderfall
liegt trivialerweise vor, wenn durch die Zweitreaktion die Erstreaktion ohne
Änderung der Reaktionsparameter und damit der Übergangskoeffizienten
einfach fortgesetzt wird.

Zur Untersuchung der Kommutativitätseigenschaften der Reaktionsma-
trizen eignet sich besonders gut die Matrix-Exponentialfunktion nach Gl.
(8).
Bei gleichen Übergangsmatrizen K für beide Reaktionen, aber unterschied-
lichen Reaktionszeiten t1 und t2, gilt

R1R2 = exp(Kt1) · exp(Kt2) = exp[K(t1 + t2)] = exp(Kt2 + Kt1) = R2R1.

(17)
Offensichtlich steht die Kommutativität der Reaktionsmatrizen mit der Kom-
mutativität der Übergangsmatrizen in engem Zusammenhang. Im obigen
Beispiel ist mit K1 = K2 = K notwendigerweise

K1K2 −K2K1 = O. (18)

So trifft man ebenfalls auf Kommutativität der Reaktionsmatrizen, wenn
sich die Koeffizientenatrizen K1 = α1K und K2 = α2K durch skalare Fakto-
ren α1 und α2 unterscheiden,

exp(α1Kt1) · exp(α2Kt2) = exp[K(α1t1 + α2t2)] = exp(α2Kt2) · exp(α1Kt1),
(19)

was auch unmittelbar durch Einsetzen der Übergangsmatrizen in Gl. (18)
folgt.

Interessanterweise liegt auch dann Kommutativität vor, wenn alle Ko-
effizienten der Übergangsmatrizen Produkte mit der gleichen Zeitfunktion
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f(t) sind. In diesem Falle zeitlich variabler Übergangsmatrizen

K(t) = Kf(t) (20)

kann man die Reaktionsmatrix mit Hilfe des Integrals der Zeitfunktion f(t)
angeben:

R(t) = exp[K
t∫

0

f(τ)dτ)], (21)

woraus in gleicher Weise wie oben die Kommutativität folgt. Der hier auf-
gezeigte Zusammenhang zwischen der Kommutativität der Reaktionsmatri-
zen und der Übergangsmatrizen ist nach den Ausführungen im Abschnitt
2.3, wonach die Formulierung des Reaktionsdifferentialgleichungssystems als
Vektortransformation Gl. (4) bereits die Lösung impliziert, leicht einzuse-
hen. In [6] wurde hierfür ein ausführlicher Beweis angeführt.

Abgesehen von diesen Sonderfällen sind sukzessive Reaktionen mit unter-
schiedlichen Parametern prinzipiell als nichtkommutativ anzunehmen. Der
Grad der Kommutativitätsabweichung, welcher durch die Vertauschungsre-
lation GI. (16) gegeben ist, kann sehr unterschiedlich sein. Bei geringfügigen
Kommutativitätsabweichungen kann man näherungsweise mit kommutati-
ven Matrizen rechnen und die Abweichung durch eine Störungsrechnung
ermitteln [6].

Die Nichtkommutativität ist natürlich nicht auf Reaktionen 1. Ordnung
beschränkt, da der Reaktionsprozess in jedem Falle der Transformation des
Konzentrationsvektors im Reaktionsraum entspricht. Die Übergangskoeffizi-
enten sind dann aber Funktionen der Reaktionszeit.

4 Die Reaktionsmatrix

bei zeitlich variablen Übergangskoeffizienten

Die Lösung des linearen Differentialgleichungssystems ist mit vorgegebenen
Zeitfunktionen nach Gl. (7) durch Entwicklung der Neumannschen Reihe
möglich.

Für die praktische Berechnung der Resolventenmatrix wäre die Auswer-
tung der von Glied zu Glied komplizierter werdenden Integrale allerdings
etwas schwerfällig.

Eine einfachere Darstellung der Resolventenmatrix erhält man durch An-
knüpfen an die im Abschnitt 3 beschriebenen Mehrfachreaktionen, die hier
auf eine Folge von (im Grenzfall) unendlich vielen Reaktionen infinitesima-
ler Zeitabschnitte dτ spezialisiert wird.
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Innerhalb des differentiellen Zeitabschnittes dτ kann man die Koeffizi-
enten als konstant ansehen. Mit Gl. (8) und Abbruch der Reihe nach dem
linearen Glied sowie Gl. (9) gilt hierfür eine infinitesimale Resolventenma-
trix

dR(τ) = 1 + K(τ)dτ = exp[K(τ)dτ ]. (22)

Die gesamte Resolventenmatrix der Reaktion in der Zeit von 0 bis t ergibt
sich als zeitlich geordnetes Produkt der infinitesimalen Resolventenmatri-
zen, für welches von Volterra der Begriff des Produktintegrals eingeführt
wurde,

dR(τ) =
_ t∫

0

(1 + K(τ)dτ) =
_ t∫

0

exp [K(τ)dτ ]. (23)

Das Volterrasche Produktintegral ist auch geeignet zur Beschreibung der
Reaktionen höherer als 1. Ordnung mit nichtlinearen Reaktionsdifferential-
gleichungen.

Bei Reaktionen von 2. Ordnung an gehen für jeden Zeitpunkt der Re-
aktion die Momentanwerte der Konzentrationen der Reaktionspartner in die
Übergangsmatrix ein. Der Wert der zeitlich variablen Übergangskoeffizienten
wird jeweils von dem gesamten vorangegangenen Reaktionsgeschehen be-
stimmt.
Das nichtlineare Differentialgleichungssystem lautet in Matrizenformulie-
rung dc

dt
= K(c)c, (24)

welches für infinitesimale Zeitintervalle als linear angesehen werden kann.
Man erhält dann gemäß GI. (22) die Lösung

dR(c(τ)) = 1 + K(c(τ))dτ = exp[K(c(τ))dτ ] (25)

und die Gl. (23) entsprechende Formulierung des Produktintegrals. Im Un-
terschied zu den vorgebbaren Zeitfunktionen der Koeffizienten linearer Re-
aktionen ergeben sich bei nichtlinearen Reaktionen die Zeitfunktionen erst
aus dem Reaktionsverlauf als eine lückenlose Kausalfolge der Vorgeschichte
des gesamten Prozesses. Während bei den linearen Reaktionen die ermittelte
Reaktionsmatrix – selbst bei zeitlich variabler Übergangsmatrix – von den
Konzentrationen unabhängig ist und als Resolventenmatrix und damit als
charakteristische Prozessgröße auf beliebige Anfangsbedingungen der Kon-
zentrationen angewendet werden kann, gilt die Reaktionsmatrix nichtlinea-
rer Reaktionen in ihrer Abhängigkeit von den Konzentrationen nur für eine
bestimmte Verteilung der Komponenten der Reaktionspartner bzw. für eine
bestimmte Reaktionsphase. Dennoch existiert die Reaktionsmatrix auch in

117



diesem Falle und fügt sich in die obige Betrachtung über die Nichtkommu-
tativität ein.

Die Zerlegung des Reaktionsprozesses in Zeitschritte und die Bildung des
Mehrfachproduktes der Reaktionsmatrizen solcher entsprechend der gefor-
derten Genauigkeit kleinen Zeitintervalle stellt eine Approximation an das
Volterrasche Produktintegral dar und liefert damit auch einen möglichen
Lösungsalgorithmus beliebiger Reaktionsdifferentialgleichungssysteme.

Hierfür erweist sich jedoch eine umfassendere Formulierung des Reaktions-
geschehens mit Hilfe der Tensoralgebra [9] als günstiger. In dieser Darstel-
lungsart, die hier nicht weiter ausgeführt werden soll, sind die Übergangs-
matrizen der Reaktionen 1. Ordnung Tensoren 2. Stufe; dagegen lassen sich
die Übergangskoeffizienten der Reaktionen 2. Ordnung als Tensoren 3. Stufe
arrangieren. Für höhere Reaktionsordnungen erfolgt eine sinngemäße Erwei-
terung.

5 Die Zeitspiegelung als inverse Transformation

Wenn eine Reaktion durch eine Transformation des Reaktionsvektors im Re-
aktionsraum beschrieben werden kann, so ist die daraus zu ziehende Folge-
rung sofort offenkundig, dass die inverse Transformation den Vektor wieder
zurückdreht, das Reaktionssystem also wieder in seinen Ausgangszustand
zurückversetzt.

Nach der Matrixalgebra gilt für die Umkehrtransformation zu Gl. (5)

c(0) = R−1(t)c(t) (26)

mit der inversen (oder reziproken) Transformationsmatrix R−1. Die Ma-
trixinversion erfordert normalerweise einen gewissen Rechenaufwand, der
mit programmierbaren Rechengeräten allerdings unwesentlich ist. Die Re-
aktionsmatrizen lassen sich jedoch auf besonders einfache Weise analytisch
invertieren.
Geht man davon aus, dass das Produkt einer Matrix mit ihrer Inversen die
Einheitsmatrix ergibt,

R(t)R−1(t) = 1, (27)

so ist dies nach den Ausführungen über mehrfache Matrizenprodukte im
Abschnitt 4 erfüllt für

R(t)R(−t) = R(t− t) = R(0) = 1 (28)
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mit
R−1(t) = R(−t). (29)

Am Beispiel der Reaktionsmatrix als Matrix-Exponentialfunktion Gl. (8)
ist dies leicht ersichtlich:

[exp(Kt)]
−1

= exp[K(−t)]. (30)

Diese Gleichung besagt, dass die Zeitspiegelung bei linearen Reaktionssyste-
men für eine einheitliche Reaktionsphase, d.h. mit unveränderlicher Koeffi-
zientenmatrix K, streng erfüllt ist. Das trifft jedoch auch auf veränderliche
Koeffizientenmatrizen zu, wenn die gesamte Reaktionsmatrix das zeitlich
geordnete Produkt der einzelnen Reaktionsmatrizen der Reaktionsphasen
ist, in welcher die Koeffizienten jeweils konstant sind.

Bei der Inversion der Reaktionsmatrix wird die zeitliche Ordnung der
Phasen umgekehrt, so dass sich für Gl. (14) die Zeitspiegelung

R−1(t) = R(−t) = R(−t1−t2−· · ·−tn) = R1(−t1)R2(−t2) · · ·Rn(−tn) (31)

ergibt.
In Übertragung dieser Überlegung auch auf den infinitesimalen Grenz-

fall des Volterraschen Produktintegrals findet man, dass unter Beachtung
der umgekehrten zeitlichen Ordnung der infinitesimalen Matrixfaktoren die
Zeitspiegelung für beliebige kinetische Reaktionen gilt; das bedeutet, dass
nach Vorgabe der gegenwärtigen Ausgangsbedingungen und Systempara-
meter das Reaktionsgeschehen in Vergangenheit und Zukunft determi-
niert ist.

Die prinzipielle strenge Determiniertheit des Reaktionsgeschehens im La-
placeschen Sinne wird aber eingeschränkt durch die begrenzte Genauigkeit
der Parameter und der Anfangsbedingungen und Stabilitätskriterien, die
insbesondere für den Beginn einer Reaktion aus dem Gleichgewichtszustand
heraus gelten, und zwar sowohl in positiver als auch in negativer Zeitrich-
tung. Dabei darf nicht außer Acht gelassen werden, dass die Zeitspiegelung
nur eine

”
Rückschau“ ist und es keine Umkehr der Kausalfolge gibt.

6 Impulseinwirkungen auf das Reaktionssystem

Durch die sprung- oder stoßartige Veränderung der Zusammensetzung des
Reaktionssystems oder der Parameter wird ein Nachfolgeprozess eingelei-
tet, der wieder einem Gleichgewichtszustand zustrebt. Dabei beschreibt die
Spitze des Konzentrationsvektors eine von der Transformationsmatrix be-
stimmte Raumkurve im Reaktionsraum, die mit der Zeit t → ∞ zur Ruhe
kommt.
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Die hierfür gültige Transformationsmatrix

R∞ = lim
t→∞R(t) (32)

lässt sich für dc/dt = 0 aus Gl. (4) herleiten. Sie besteht lediglich aus
den Kombinationen der Übergangskoeffizienten und ist von der Zeit un-
abhängig. Die Transformation eines Konzentrationsvektors mit dieser Ma-
trix führt nur bei linearen Reaktions-Differentialgleichungen von beliebigen
Anfangsverteilungen ausgehend zu derselben, dem Gleichgewicht entspre-
chenden Endverteilung; bei nichtlinearen Reaktions-Differentialgleichungen
hängt die Endverteilung von der Anfangsverteilung und von dem Reakti-
onsweg ab.

6.1 Konzentrationsimpulse

Ein Konzentrationsimpuls wird durch eine plötzliche Veränderung in der
Zusammensetzung der Komponenten hervorgerufen (in der Pharmakologie
durch Verabreichung eines Pharmakons). Obgleich auch stoßartige Konzen-
trationsimpulse denkbar sind, treten in der Praxis fast ausschließlich sprung-
artige Impulse auf, indem dem System irgendwelche Komponenten zu einem
bestimmten Zeitpunkt hinzugefügt werden. Danach verläuft die Reaktion
mit den systemeigenen Parametern. Somit sind die Anfangsbedingungen
zum Zeitpunkt des Impulses gegeben durch die Summe der Konzentrations-
vektoren nach Abschluß der vorangegangenen Reaktion und der neu hinzu-
gefügten Komponenten. Dabei reagieren die beiden Vektoren parallel und
überlagern sich im Falle von Reaktionen 1. Ordnung ungestört. Bezeichnet
man nämlich den Zeitpunkt einer Dosisgabe mit t = 0, den aus der vor-
angegangenen Reaktion resultierenden Konzentrationsvektor mit c(0) und
den Konzentrationsvektor der Dosis mit cD, dann gilt nach Gl. (5)

c(t) = R(t)(c(0) + cD) = R(t)c(0) + R(t)cD. (33)

Diese an sich simple Tatsache dürfte in vielen Fällen von besonderem In-
teresse sein. Sie besagt, dass die Dosis in dem Reaktionssystem ein gewisses
Eigenleben führt und sich zu den Konzentrationen der Grundreaktion nur
mengenmäßig aufstockt. Besteht der Dosisvektor cD gar aus Komponenten,
die in der Grundreaktion nicht enthalten sind, dann verlaufen beide Re-
aktionen überhaupt völlig unabhängig voneinander. Ein Pharmakon, z.B.
ein Färbungs- oder Kontrastmittel oder auch ein Tracer, kann demnach im
Organismus reagieren, ohne eine Funktion desselben zu beeinflussen.
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Anders ist die Situation bei den Reaktionen höherer als 1. Ordnung. Hier
treten die Komponenten des Dosisvektors mit denen der Grundreaktion in
Wechselwirkung, die Grundreaktion wird also nachhaltig durch die Dosis-
gabe beeinflußt. Da man hierin den Normalfall in der Pharmakologie sehen
muss, ist damit auch auf die Grenzen der Behandlung pharmakokinetischer
Probleme durch Reduktion auf lineare Differentialgleichungssysteme hinge-
wiesen.

6.2 Parameterimpulse

Die zeitliche Veränderung der Übergangskoeffizienten erfolgt durch äußere,
meist physikalische Einflüsse auf das Reaktionssystem wie Druck, Tempera-
tur, Verdünnung usw. – in Dauereinschaltung oder als Schock. Das System
reagiert darauf mit einer Umverteilung der Komponenten nach einer zeit-
lichen Übergangsfunktion. Für die Darstellung dieser Funktion gelten die
Regeln der Vektortransformation nach Gl. (5).

6.3 Impulsverformung

Ein Eingriff in das Reaktionssystem durch Aufprägen von Konzentrations-
oder Parameterimpulsen führt zu mengenmäßigen Veränderungen der Kom-
ponenten, deren Übergangsfunktionen den Impulsverlauf verzögert und ver-
zerrt nachvollziehen. Diese Veränderungen haben den Charakter von Kon-
zentrationsimpulsen, die ihrerseits auf ein angekoppeltes weiteres Reakti-
onssystem einwirken können. So vermögen Parameterimpulse Konzentra-
tionsimpulse hervorzurufen, während Konzentrationsimpulse stets wieder
Konzentrationsimpulse erzeugen. Dabei kommt es in jedem Reaktionssy-
stem zu Impulsverformungen. Grundelemente der Impulsverformung sind
die Differentiation und die Integration von Impulsen. Diese Begriffe stam-
men aus der elektronischen Impulstechnik und können in voller Analogie
z.B. auf pharmakologische Reaktionssysteme übertragen werden.

Die Integration wird physikalisch durch die Ansammlung einer Menge
in einem Reservoir realisiert. In der Elektronik ist diese gewöhnlich eine
Kapazität (Kondensator, Akkumulator) mit einer Aufnahmefähigkeit für
die elektrische Ladung; in der Reaktionskinetik werden die Mengen und
damit Konzentrationen bei den Reaktionspartnern des Systems aufgehäuft.
Die Differentiation entspricht physikalisch einer Mengenveränderung oder
-verschiebung. In der Elektronik ist dies gegeben durch den Strom in einem
RC-Glied. Das entspricht in der Reaktionskinetik der zeitlich bezogenen
Übergangsmenge von einer Komponente des Systems zur anderen, also dem
zeitlichen Differentialquotienten der Konzentration.
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Die Impulsverformung in einem Reaktionssystem beruht auf diesen Ele-
menten der Differentiation und Integration von Impulsen. Dabei ist der Im-
pulsverlauf einer einzelnen Komponente des Systems schwer zu übersehen.
Die Übergangsfunktion jeder Komponente lässt sich bei linearen Differenti-
algleichungen stets als eine Summe von Exponentialfunktionen darstellen,
deren Koeffizienten sich auf komplizierte Weise aus den Übergangskoeffizien-
ten zusammensetzen und deren Argumente Produkte der Zeit und der Ei-
genwerte des Systems sind [5]. Auf die Behandlung des Eigenwertproblems
kann hier verzichtet werden, da die Angabe der Lösung als Resolvente des
Systems die Eigenwerte übergeht. Die Lösung des Eigenwertproblems ist
lediglich für die Strukturanalyse der Reaktionsmatrix erforderlich.

Für die vorliegende Betrachtung ist es jedoch von Interesse, dass die
Übergangsfunktionen der Komponenten keinen einfachen Exponentialfunk-
tionen folgen, sondern auch Extremwerte, Oszillationen usw. mit einschlies-
sen können. Dies alles wird einheitlich mit der Lösung des Differentialglei-
chungssystems nach Gl. (5) durch die Matrix-Exponentialfunktion zusam-
mengefasst. Die Veränderungen der Konzentrationen der Komponenten bil-
den den Konzentrationsimpulsvektor; dagegen betreffen die Veränderungen
der Parameter die Übergangsmatrix und stellen damit die Parameterim-
pulsmatrix. Die Impulsverformung wirkt sich auf den gesamten Konzentra-
tionsimpulsvektor aus.

Für ein lineares Reaktionssystem ist die Differentiation und Integration
des Konzentrationsimpulsvektors sofort aus Gl. (9) zu ersehen; sie entspricht
vollkommen dem skalaren Fall:

d

dt
exp(Kt) = Kexp(Kt) (34)

t∫

0

exp(Kτ)dτ = K−1(1− exp(Kt)). (35)

Differentiationen und Integrationen von Impulsen können in einem Reakti-
onssystem jedoch keineswegs isoliert betrachtet werden, da sie immer Be-
standteile eines größeren Zusammenhanges sind. Zur Untersuchung der Im-
pulsverformung soll darum von den

”
reinen“ Impulsen des Stoßes und des

Sprunges ausgegangen werden.

Ein stoβartiger Impuls bewirkt eine Auslenkung des Konzentrationswertes
einer Komponente aus seiner Normallage, in die er infolge der Relaxation
des Systems nach einer Übergangsfunktion allmählich zurückkehrt, dagegen
verursacht ein sprungartiger Impuls eine fortschreitende Auslenkung aus
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der Ruhelage, die erst allmählich in einem anderen Zustand des Systems
zur Ruhe kommt.

Stoß Sprung

Erregerimpuls

Übergangsfunktion

Der
”
reine“ Erregerimpuls wird also durch die Relaxation mehr oder weniger

”
verwaschen“.

Verwaschungen von profilartigen Verteilungsfunktionen werden durch
Streuprozesse hervorgerufen, für die das Faltungsintegral gilt:

F (x) =
+∞∫

−∞
f1(x− ξ)f2(ξ)dξ. (36)

Bei zeitlichen Streuvorgängen erfolgt die Streuung nur einseitig in positiver
Zeitrichtung:

F (t) =
t∫

0

f1(t− τ)f2(τ)dτ. (37)

So ergibt sich die Übergangsfunktion eines Einkomponentensystems nach
Gl. (9a) bei stoßartiger Erregung mit der den Stoß charakterisierenden
Delta-Funktion δ(t) als einseitiges Faltungsintegral

t∫

0

δ(t− τ)exp(−ατ)dτ = exp(−ατ) (38)

und bei sprungartiger Erregung mit Kennzeichnung des Sprunges durch die
untere Integralgrenze

α
t∫

0

exp(−ατ)dτ = 1− exp(−ατ) . (39)

Gl. (38) reproduziert die Übergangsfunktion, während Gl. (39) das Integral
der Übergangsfunktion liefert. Reine Impulse können so zur Ermittlung der
Übergangsfunktion eines Reaktionssystems benutzt werden. In der Realität
besitzen aber alle Impulse ein nach einer Zeitfunktion verlaufendes Profil,
und es erfolgt eine Faltung dieser Funktion mit der Übergangsfunktion.
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Die Impulsverformung durch Faltung ist eine Konsequenz aus der Lösung
linearer Differentialgleichungssysteme. Auf einen Beweis muss hier aus Platz-
gründen verzichtet werden. Hinweise für eine Herleitung findet man in [4].
Der erregende Stoß- oder Sprungimpuls kann also selbst bereits

”
verwa-

schen“ sein – eventuell als eine Folge vorangegangener Impulsverformungen.
In allen Fällen erfolgt eine Verbreiterung und Verflachung der Impulsprofile
nach dem Faltungsprinzip – mit

”
nachgeschlepptem“ Impulsschwerpunkt.

Auch dies ist eine wichtige Aussage für die Pharmakologie.

Das Faltungsintegral hat einen produktartigen Charakter und wird des-
halb oft als Faltungsprodukt bezeichnet. Die beiden Funktionen f1 und f2

sind in Gl. (37) kommutativ. Für die beiden Matrix-Exponentialfunktionen
zweier gekoppelter Reaktionssysteme gilt ein zu Gl. (37) analoges Faltungs-
integral

R(t) =
t∫

0

R1(t− τ)R2(τ)dτ, (40)

in dem aber die beiden die Übergangsfunktionen erzeugenden Reaktionsma-
trizen R1 und R2 nicht mehr ohne weiteres kommutativ sind. Das bedeutet,
dass die Impulsverformung von der Reihenfolge der Impulse abhängig ist.
Somit gilt bei Reaktionssystemen auch für die Impulsverformung die der
Matrixalgebra eigene Regel der Nichtkommutativität von multiplikativen
Verknüpfungen.

6.4 Impulsfolgen

Eine Folge von Konzentrationsimpulsen liegt in der Pharmakokinetik bei
repetitiver Dosierung eines Pharmakons vor. Folgen von Parameterimpul-
sen beziehen sich mehr auf die Therapie (z.B. Wechselbäder, rhythmische
Belastungen, Tages- und Jahreszeiteinflüsse). In allen Fällen handelt es sich
um sukzessive Reaktionen, die in einzelne Prozessabschnitte aufgeteilt wer-
den und in jeder Phase an das Ergebnis der vorangegangenen Reaktion
anknüpfen.

Bei sprungartigen Parameterveränderungen gilt für die Folge der Reak-
tionsphasen zwischen den Sprüngen die mehrfache Multiplikation der Ma-
trizen nach Gl. (14). Im Falle einer sich n-mal wiederholenden Folge zweier
unterschiedlicher Phasen der Parameterwerte mit den Reaktionsmatrizen
R1(4t1) und R2(4t2) wird die Gesamtreaktion durch die Matrixpotenz

R = (R1(4t1)R2(4t2))
n

(41)

beschrieben.
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Die Zeitfunktionen folgen dem Verlauf der Parameteränderungen mit ei-
ner gewissen Trägheit. Ist die Abklingzeit kurz gegenüber den Intervallen
zwischen den Impulsen, so beobachtet man bei den einzelnen Konzentra-
tionen Wellenzüge unterschiedlicher Amplitude aber gleicher Frequenz. Das
Reaktionssystem wirkt also für die von außen aufgeprägten periodischen
Variationen der Parameter wie ein Frequenzfilter analog den elektronischen
Frequenzpässen [10], [11].

Folgen von sprungartigen Konzentrationsimpulsen, wie sie bei repetitiver
Dosierung vorliegen, führen zu einer treppenartigen Aufstockung der Kon-
zentrationen an den Sprungstellen. Beim Reaktionsablauf werden die Stufen
meist zu einem sägezahnartigen Profil verformt [1], [2], [7]. Das mittlere Ni-
veau dieser Sägezahnkurven kann selbst wieder einer Übergangsfunktion
folgen. Die

”
Sägezähne“ haben dann den Charakter von Auslenkungen und

Oszillationen um den mittleren Reaktionsablauf. Erreicht die mittlere Re-
aktion bereits das Gleichgewicht, so erfolgt bei gleichbleibender repetitiver
Dosierung eine stationäre Oszillation des Konzentrationsvektors.

Die analytische Beschreibung der Reaktion des Systems bei Aufprägung
einer Folge von Konzentrationsimpulsen folgt aus der Erweiterung von Gl.
(33) mit den Dosisgaben cDn und den dazwischenliegenden Zeitintervallen
tn: c(t1 + t2 + · · ·+ tn) = R(tn) · · ·R(t2)R(t1)c(0) +

+ R(tn) · · ·R(t2)R(t1)cD1 +
+ R(tn) · · ·R(t2)cD2 +
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
+ R(tn)cDn. (42)

Im Falle gleichbleibender Dosen und Zeitintervalle erhält man mit cDn =
cD, tn = t und R(t) = R (unter der Voraussetzung linearer Reaktionen)

c(nt) = Rnc(0) + (Rn + Rn−1 + Rn−2 + · · ·+ R)cD. (43)

In entsprechender Weise werden auch Folgen gleichbleibender Impulskom-
binationen (z.B. alternierende Dosisgaben) durch Potenzen der Reaktions-
matrizen dargestellt.

Parameterimpulse und Konzentrationsimpulse zeitigen also ähnliche Ef-
fekte im Reaktionssystem. Der Unterschied besteht aber vor allem darin,
dass bei Parametersprüngen die folgende Reaktion an die vorangegange-
ne unter veränderten Bedingungen anknüpft, während bei Konzentrations-
sprüngen die Bedingungen ungeändert bleiben und nur eine Aufstockung
der Konzentration erfolgt. Damit erhalten auch die Übergangsfunktionen
unterschiedliche Verläufe.
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6.5 Oszillationen, Frequenzfilterung, Resonanz

Bei periodischer Änderung der Parameter oder der Konzentrationen der Re-
aktionspartner führt das Reaktionssystem erzwungene Schwingungen aus.
Die periodischen Änderungen betreffen dabei häufig nur einzelne Parame-
ter oder Konzentrationspartner des Systems und brauchen durchaus nicht
sinusförmig zu sein. Von solcher Art ist z.B. die periodische Beeinflussung
des Reaktionssystems durch eine Impulsfolge.

Die Form eines Impulses wird durch ein ganzes Spektrum von Frequenzen
repräsentiert, die nach der Fourier-Analyse der Funktion des Impulsver-
laufes den überlagerten Sinus-Schwingungen zugeordnet sind, welche sich in
der Frequenz, der Amplitude und der Phasenlage unterscheiden.

Die Impulsverformung eines dem System aufgeprägten Impulses wirkt
sich bei den einzelnen Reaktionspartnern unterschiedlich aus; dementspre-
chend unterscheiden sich auch die aus der Fourier-Analyse erhaltenen Am-
plitudenspektren der Konzentrationen der einzelnen Komponenten.

Für einen Impuls f(t), der zum Zeitpunkt t = 0 beginnt und bei t = ∞
endet, wird das Spektrum der komplexen Amplituden durch die einseitige
Fourier-Transformation beschrieben:

F (ω) =
∞∫

0

exp(−iωt)f(t)dt; ω : Kreisfrequenz. (44)

Bei einer Impulsfolge liefert die Fourier-Analyse das Spektrum mit der
Grundfrequenz und den höheren Harmonischen. Die Intensität oder Lei-
stung jedes Schwingungsanteils ist durch das Amplitudenquadrat gegeben,
welches sich auch als Produkt der komplexen Amplitude F (ω) mit ihrer
Konjugiert-Komplexen F ∗(ω) darstellen 1ässt:

α2(ω) = F (ω)F ∗(ω). (45)

Man kann nun die einseitige Fourier-Transformation sogleich auf die Über-
gangsfunktion des ganzen Konzentrationsvektors anwenden, welcher sich
aus dem Reaktionsgeschehen nach Gl. (9) ergibt:

F(ω)c(0) =
∞∫

0

exp((K− 1iω)t)c(0)dt = (1iω −K)−1c(0). (46)

Die reziproke Matrix (1iω − K)−1 vermittelt die Transformation des An-
fangsvektors auf die Komponenten gemäß den in den Konzentrationsände-
rungen enthaltenen Schwingungen im Frequenzraum. Der Anfangsvektor
hat hierbei auch die Bedeutung der Ausgangsamplitude einer aufgeprägten
Schwingung.
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Nach Multiplikation der reziproken Matrix (1iω−K)−1 mit ihrer Konju-
giert-Komplexen (−1iω−K)−1 erhält man den Leistungsübertragungs-Fak-
tor des gesamten Reaktionssystems, welcher angibt, wie stark die Leistung
einer aufgeprägten Schwingung gemäß ihren Frequenzanteilen in den einzel-
nen Komponenten des Systems in Erscheinung tritt,

F(ω)F∗(ω) = (1ω2 + K2)−1. (47)

Dies ist eine Lorentzsche Frequenzfilterfunktion in Matrixdarstellung. Die
skalare Version dieser Funktion ist aus der Elektronik als Tiefpass bekannt
[10], [l1]. Man erhält sie durch die Fourier-Transformation der Übergangs-
funktion bei der Entladung eines Kondensators über einen Widerstand, d.h.
der Exponentialfunktion f(t) = exp(–t/RC). Die Matrixdarstellung Gl. (47)
stimmt hiermit in der Analogie Skalar/Matrix formal überein, umfasst aber
sogleich das Frequenzverhalten des gesamten Reaktionssystems.

Die Fourier-Transformation ist – streng genommen – als lineare Inte-
graltransformation nur auf lineare Transformationen und damit Reaktionen
l. Ordnung anwendbar. Betrachtet man aber Abweichungen vom Gleichge-
wicht als in erster Näherung linear, was um so besser zutrifft, je kleiner die
Amplituden sind, so kann die Fourier-Transformation auch auf nichtlinea-
re Reaktionen angewandt werden. Während nach Gl. (47) das Frequenzver-
halten ausschließlich durch die Koeffizientenmatrix bestimmt ist, spielen bei
nichtlinearen Reaktionen die Werte der Konzentrationen der Komponenten
eine bedeutende Rolle. Im Laufe der nichtlinearen Reaktion ändert sich das
Frequenzverhalten des Systems. In diesem Zusammenhang sei nochmals an
das bereits erwähnte Beispiel der Empfindlichkeit des Auges für Flimmern
und Flackern erinnert, deren Grenzfrequenzen von der nichtlinearen Reak-
tion der Adaption (und anderen Faktoren wie Akkomodation und Umfeld-
beleuchtung) abhängen.

Nach allem bisher Gesagten ist das Reaktionssystem stets ein anregbares
Schwingungssystem; es hat also auch Eigenfrequenzen und Resonanzstellen,
bei denen eine aufgeprägte Schwingung besonders große Amplituden der
Konzentrationsänderung einzelner Komponenten erzeugt. Solche Resonan-
zen sind von pharmakologischer Bedeutung. Der Organismus führt Eigen-
schwingungen in Form von Biorhythmen aus, welche durch äußere Einwir-
kungen, mit denen er in Resonanz steht, aufrechterhalten werden. Die Re-
sonanz kann durch arhythmische Einwirkungen (beim Tagesrhythmus z.B.
Verlegung der Mahlzeiten, Schichtwechsel) empfindlich gestört werden.
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Mit Hilfe von Pharmaka kann man Biorhythmen unterstützen oder unter-
drücken, je nachdem in welcher Phase der Schwingung man das Pharmakon
verabreicht.

Das Gebiet der Schwingungen ist ein weites Feld und soll nicht in sei-
nen vielfältigen Auswirkungen auf die Pharmakologie hier untersucht wer-
den [12]. So sei jedoch noch bemerkt, dass die Analogien der Elektronik
und Impulstechnik zur Reaktionskinetik in besonderer Anwendung auf die
Pharmakologie bei weitem noch nicht ausgeschöpft sind. – Und um noch
eine Bemerkung zu den Schwingungen zu machen:

Ungedämpfte Schwingungen eines realen physikalischen Schwingsystems
sind nur möglich bei ständigem Ersatz der Dämpfungsverluste durch Ener-
giezufuhr, Verstärkung und Rückkopplung in Resonanz. Alle diese Mecha-
nismen gebraucht auch der Organismus zur Aufrechterhaltung von Schwin-
gungen.

Die reaktionskinetische Betrachtung auf der Grundlage einer überschau-
baren mathematischen Formulierung vermag das Verständnis für die ver-
wickelten Zusammenhänge der Reaktionen von Pharmaka im Organismus
zu erleichtern und darüber hinaus auch die Algorithmen für die Berechnung
von Dosierungen in der konkreten praktischen Anwendung zu liefern.

7 Zusammenfassung

In Fortführung früherer Arbeiten zur reaktionskinetischen Behandlung von
Prozessen wird gezeigt, dass der Matrizenkalkül vorteilhaft auch auf re-
aktionskinetische Problemstellungen in der Pharmakologie übertragen wer-
den kann. Das bezieht sich vor allem auf die Begriffe Kommutativität bzw.
Nichtkommutativität sowie auf das Impulsverhalten bei der Verabreichung
verschiedener Pharmaka. Durch den Matrixkalkül ist eine adäquate analyti-
sche Formulierung des Reaktionsgeschehens gegeben. Der Reaktionsprozess
wird in positiver Zeitprogression und in der Zeitspiegelung verfolgt. Der
Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit wird auf die analytische Darstellung
von Reaktionssystemen und Reaktionsprozessen gelegt, wobei das betreffen-
de Differentialgleichungssystem als Vektortransformation formuliert wird.
Die Reaktionsmatrix wird auch für zeitlich variable Übergangskoeffizienten
betrachtet. Im Hinblick auf die in der Physik so grundlegenden Phänomene
der Impulsausbreitung, der Oszillationen, der Resonanz usw. werden die
von Pharmaka herbeigeführten Wirkungen im Bild des Impulsverhaltens
dargestellt.
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Commutativity, time-reflection, and impulse-behavior

of pharmacokinetic reactions

Horst Melcher and Ewald Gerth

Abstract

In continuation of former works of the authors in other fields of physics,
it is shown that the matrix-calculation can be applied profitably also to
problems in the field of pharmacology. That refers above all to the concepts
of commutativity and non-commutativity as well as to the impulse-behavior
by giving different pharmacological drugs.

The main focus of the present work is put on the analytic representation
of reaction systems and reaction processes. An adequate analytical formu-
lation and treatment of kinetic reaction processes is given by the matrix-
calculation, which implies the extremely important non-commutativity of
multiplication of matrices. The reaction process is pursued in positive time-
progression and in negative direction of time by time-reflection. The rele-
vant differential equation systems are formulated as vector-transformations
of the “concentration-vector” in the multidimensional “reaction-space”.

The reaction-matrix is considered also for temporally variable transition
coefficients. With the reference to such phenomena like the propagating and
spreading of concentration impulses in the reaction medium, also oscillating
reactions are represented as effects brought about by intermittently given
pharmacological drugs, showing a characteristic impulse-behavior. Thus,
biorhythms, periodical seasons of the year and the day, with averaging,
resonance, and aftereffect, can be described analytically and – using speci-
al computer programs for the solution of nonlinear systems of differential
equations – could be calculated numerically.
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Nachwort
Die Sieben Aufsätze zur Reaktionskinetik sind ein Zeugnis für eine

langjährige, fruchtbare wissenschaftliche Zusammenarbeit. Sie spiegeln
allerdings den Erkenntnisstand vor noch einem halben Jahrhundert wider
und bedürften einer Aktualisierung – sowohl inhaltlich als auch bezüglich
der referierten Literatur. Nach der Präsentation der originalen Artikel im
Internet und der Zustimmung zum Druck durch den Herbert Utz Verlag
wurde im Dezember 2013 von den Autoren Prof. Dr. Dr. H. Melcher
und Dr. E. Gerth bedacht, ob eine Überarbeitung in Betracht käme. Im
Hinblick auf das vorgerückte Lebensalter entschlossen sich die Autoren aber
für eine

”
moderate Lösung“.

Hierzu wurde von E. Gerth vorgeschlagen, mit der digitalen Textver-
arbeitung und dem Umbruch des Textes eine leichte Überarbeitung vor-
zunehmen, wobei aber der Grundcharakter der Aufsätze erhalten bleiben
sollte. Neu hätten vor allem die Rechenbeispiele mit den graphischen Dar-
stellungen sein können. Vor fünfzig Jahren wurde aber noch mit den ersten
geeigneten Rechenautomaten programmiert, gerechnet, auf Lochband ge-
stanzt und zwischengespeichert, ausgedruckt, ausgewertet und schließlich
von Hand gezeichnet. In dieser Weise wurde der erste Aufsatz des Buches
über radioaktive Umwandlungsreihen gestaltet.

Nach dem Erscheinen der sieben Aufsätze in wissenschaftlichen Zeit-
schriften der DDR gab es auch in der Rechentechnik eine Wende. Nun
standen Personalcomputer zur Verfügung, die ein von Rechenstellen un-
abhängiges Arbeiten ermöglichten. Mit der Entwicklung eines Computer-
programms zur impliziten Integration von Systemen nichtlinearer Differen-
tialgleichungen und Computergraphik wurde es möglich, die verschiedenen
Reaktionssysteme in einem schnellen Rechengang zu prüfen, auf dem Bild-
schirm übersichtlich darzustellen und Druckvorlagen herzustellen.

Ungeachtet dessen, nunmehr alle Aufsätze des Buches mit Diagrammen
ausstatten zu können, sei hier ein Schlussstrich gezogen. Lediglich der Auf-
satz über Schwingungen in Matrixdarstellung, der seinerzeit wegen fehlender
Rechenkapazität ein

”
Fragment“ geblieben war, wurde von E. Gerth durch

einige Abschnitte erweitert, in denen die gekoppelten Schwingungen nach
Computerberechnung anschaulich gemacht werden.

Reaktionsprozesse sind allgegenwärtig. In diesem Buch bleiben viele Fra-
gen offen. Möge es dennoch dem interessierten Leser Anregung sein für wei-
tere Anwendungen der Matrizenmethode zur Berechnung von Prozessen!

Potsdam, im Juni 2014 Ewald Gerth
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Epilogue

The Seven Articles on Reaction-kinetics are a testimony of an enduring
prolific scientific cooperation. They reflect, however, the level of knowledge
of half a century ago and should be actualized – concerning as well the
contents as the referred literature. After the presentation of the original
articles in the internet and the approval to print by the Herbert Utz Verlag,
the authors Prof. Dr. Dr. H. Melcher and Dr. E. Gerth considered a
reworking. Though, regarding the advanced age, the authors decided for a
“moderate solution”.

For this purpose it was proposed by E. Gerth, to perform a soft re-
working together with text processing and wrapping, whereby the basic
character of the articles should be preserved. Above all there should be new
the examples of computation with graphic representations. Fifty years ago
one still was used to programming with the first suited calculation machines,
further then computing, punching on paper tapes, storing intermediately,
printing on typewriter, evaluating and - after all - drawing on paper by
hand. By this way the first article of this book on radioactive conversion
series was made.

After the publication of the seven articles in scientific journals of the
GDR, also in computing techniques there occurred a turn. Now, personal
computers were at disposition for everybody, which enabled one working
independently of official computer centers. By means of the development
of a computer program for the implicit integration of systems of nonlinear
differential equations and computer graphic it became possible to prove the
different reaction systems in a fast course of computation and to represent
the results clearly arranged on a screen as well as to make patterns of them
suitable for printing.

Regardless of the possibility to fit out now all articles of the book with
diagrams, we consider the matter closed here. Merely the article on oscilla-
tions in matrix representation, which at that time was left as a “fragment”
for lack of computing capacity, has been amplified by several sections, mak-
ing illustrative the coupled oscillations by diagrams obtained by computer
calculation.

Reaction processes are omnipresent. Many questions arising from this
book remain open. Anyhow, the book may stimulate the interested reader to
a further application of the matrix-method for the calculation of processes!

Potsdam, June 2014 Ewald Gerth
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