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Zur analytischen Darstellung der Schwar zungskurve. I11.

Die Reaktionstensoren des photographischen Prozesses

EwALD GERTHY)

Herrn Prof. Dr. R. Reutrer anl&@lich seines 65. Geburtstages hochachtungsvoll gewidmet

Zusammenfassung

Die analytische Behandlung des kinetischen Reaktionssystems des photographischen Prozesses
fuhrt auf Systeme nichtlinearer Differentialgleichungen, durch die Reaktionen bis zur zweiten
Ordnung beschrieben werden. Ein solches System von Reaktionen nullter, erster und zweiter
Ordnung bilden die freien Elektronen, die Defektelektronen und die Fallen im Kristallgitter des
Silberhalogenids. Den Aufbau der Keime in einer Reaktionskette kann man unter gewissen
Vernachléssigungen als ein System von Reaktionen erster Ordnung behandeln; nur hierfir sind
bisher exakte Ldsungsverfahren verwendet worden.

Das System von Differentialgleichungen der Reaktionen zweiter Ordnung wird als Tensor-
gleichung formuliert und durch Iteration der dquivalenten Integralgleichung gelést. Das Ergebnis
ist eine fir den Konvergenzradius mit t < t;, absolut und gleichméaliig konvergierende Vektor-
reihe, deren Berechnungsalgorithmus fir einen elektronischen Rechenautomaten programmiert
werden kann. Die Tensordarstellung des Reaktionssystems erlaubt auch die simultane Behandlung
verschiedener, im Prinzip beliebiger Reaktionsordnungen. Systeme bis zur zweiten Reaktions-
ordnung werden durch die tensorielle Riccatische Differentialgleichung erfalt.

Fur die analytische Formulierung der photographischen Schwarzungsfunktion wird eine tensorielle
Version vorgeschlagen, die auch die bereits bekannte Matrix-Version mit umfalt.

Pesiome

AnasmuTruecKas TPAKTOBKA KHHETHUYeCKOoil cucrembl (oTorpadudeckoro mporecca IPUBONKT K
cucreMam guddepeHNUaIbHEIX YPaBHEHWH 10 BTOPoil creeAn. Takyo CHCTEMY peaKinn HYyJe-
BOi1, IEPBOIt I BTOPOIi cTelleRH 00pasyoT cBoOOIHBIE 3JEKTPOHH, IBIDKN K JOBYIIKH B PeIIETKe
ragorenuna cepefpa. CTpoeHne LeHTPOB IPOABJIEHUA MOYHHO TPAKTOBATDH ITPU HEKOTOPBIX YHPO-
HIEHWAX KAK CHCTEMY TIepBOI CTemeHU;, OMHAKO MO ¢MX NOP TOJb30BAJIMNCh TOYHBIMH METOZAMU
pEIeHnst TOAbKO JIJIA TAKKX CUCTEM NepBOH CTCICHMU.

Cucrema puddepeHnuanbHbX YpaBHeHHHt BTOpol crelmeHN (OPMYINpPYeTCA KaK TeH30pHOe
ypaBHeHUEe M pellaeTcd HTepalUAMM 3KBHUBAJEHTHOTO HHTErpajbHOro ypasHenus. Pesyib-
TATOM ABAAETCA aGCONIOTHO U PABHOMEPHO CXONAIMMIACA BERTOPUBII PAJL, aJrOPUTM BBIYHCJICHUA
KOTOPOro MOMKHO 3alpOrpaMMHUPOBATE [AJIA 2JIeKTPOHKEO BEIUYNCIUTEABHON Mamuabl. Tensopnoe
IpeiCcTABICHIE CHCTEMBI pPeaKIUN JOIMYCKAaeT OJHOBPEMEHHYI0 TPAKTOBKY PpAasHBIX DOAKIMIA,
B HpuHIuie TOOLX cTemeHeii. CHCTCMBI peaKIUU 70 BTOPOH CTeleHH TNpPeICTABIAKTCA TeH-
B0PHBIM ypaBHeHUeM Tuma PUKKATH.

JIaIsaA aHAAINTHYeCKOTO ONUCAHUA XapaKTepHUCTHYeCcKO#d KpHUBOl mpejjiaraeTcs TeH30PHAHA Bep-
CMHA, BRIIOYAOINAA YKe M3BECTHYI0 MATPUUIHYH BepCHIO.

1) Akademie der Wissenschaften der DDR, Zentralinstitut fur Astrophysik,
DDR - 15 Potsdam. Telegrafenberg
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Summary

The analytical treatment of the kinetic reaction system of the photographic process leads to systems
of differential equations up to the second order. Such a system of reactions of none, first and second
order is represented by the free electrons, the electron holes and the traps in the lattice of silver
halide. The build-up of the specks in a reaction chain with certain neglections can be treated as a
system of reactions of first order; only for such linear systems exact solution treatments hitherto had
been applied.

The system of differential equations of second order is formulated as a tensor equation and is solved
by iteration of the equivalent integral equation. The result is an absolutely and uniformly
converging vector row, the computating algorithm of which can be programmed for a computer.
The tensor representation of the reaction system also allows the simultaneous treatment of different,
in principle, of any reaction orders. Systems up to the second reaction order are represented by the
tensorial RiccaTi equation.

For the analytical formulation of the photographic characteristic curve a tensorial version is pro-
posed, which also includes the already known matrix version.

1. Einleitung

Die Entstehung nachweisbarer photochemischer Reaktionsprodukte in der photographischen
Schicht unter der Einwirkung des Lichtesist ein in der Zeit ablaufender kinetischer Prozef3.

Die Darstellung eines solchen Prozesses dlein mit den Mitteln der Statistik — ohne Beriicksichti-
gung des Zeitablaufes — mufd notwendigerweise einseitig bleiben. Die Statistik liefert zwar eine
Erklarung fur die Form der Schwérzungskurve [I-5], nicht aber fir die photographischen
Belichtungseffekte [6, 7], von denen insbesondere der SchwarzscHiLD-Effekt als Prifstein einer
jeden Theorie des photographischen Prozesses angesehen werden kann [8].

Maoglichkeiten fir eine reaktionskinetische Behandlung des photographischen Prozesses mit dem
Endergebnis einer analytischen Formulierung der Schwéarzungsfunktion sowie deren numerischer
Berechnung wurden bereits in [7, 9-11] angegeben. Wegen der mathematischen Schwierigkeiten
der globalen Behandlung des Reaktionssystems wurden in diesen Arbeiten nur Tellsysteme
betrachtet, die dann ihrerseits zu einer analytischen Ldsung gefiihrt werden konnten. Dennoch ist
die Tatsache, dal3 zur Losung der Reaktionsgleichungen der Teilsysteme deren gegenseitige
Kopplung vernachl&ssigt werden mufdte, als auf3erordentlich unbefriedigend anzusehen. Sicher ist
dies der Grund, warum mit der bisherigen Theorie solche mdglicherweise nichtlinearen Effekte wie
der CLavpen-Effekt, der ViLLarp-Effekt und der physikalische SasatTier-Effekt noch nicht beschrie-
ben werden konnten. Der vorliegende Beitrag versucht, diesen in der kinetischen Theorie des
photographischen Prozesses noch bestehenden Mangel zu beheben.

Obwohl die folgenden Betrachtungen sich speziell auf den photographischen Prozeld beziehen,
gelten die aufgezeigten funktionalen Zusammenhénge gleichermalen auch fur andere Gebiete in
der Physik, der Chemie, der Biologie usw., wo die Reaktionskinetik von Bedeutung ist. Neben dem
speziellen Bezug zur Photographie wird im folgenden daher auch eine gewisse Allgemeingultigkeit
in der Darstellung angestrebt. Den Ausgangspunkt fr die Erlauterung des zu l6senden Problems
der globalen Beschreibung des Reaktionssystems beim photographischen Prozel3 bilden die in
anderen Arbeiten des Verfassers [9-12] bereits beschriebenen Tellreaktionssysteme der Elektronen
und Defektel ektronen sowie der Elektronen und Keime.
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2. Die Konzentrationen der Elektronen und Defektelektronen im Kristallgitter
des Silberhalogenids

Die durch den Photoeffekt im Kristallgitter des Silberhalogenids freigesetzten Klektro-
nen sind von entscheidender Bedeutung fiir den Aufbau stabiler photochemischer
Reaktionsprodukte. Nach der Keimstufenhypothese [6, 13] nimmt man an, dafl die
Keime sukzessive durch abwechselnde Anlagerung eines Silberzwischengitterions und
eines freien Elektrons aufgebaut werden, wobei das Elektron die notwendige Rolle der
Umladung des Keims iibernimmt. Die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs von einer
Keimstufe zur nichsthoheren ist somit jeweils von der Elektronenkonzentration e,
abhingig. Die Reaktion zwischen Elektronen und Keimen ist von zweiter Ordnung,
da die Reaktionswahrscheinlichkeit sowohl von der Konzentration des einen als auch
des anderen Partners bestimmt wird. Sieht man aber die Elektronenkonzentration im
Realktionszeitraum als unabhiingig von der Keimkonzentration an, so verlauft die Reak-
tion des Keimaufbaus nach erster Ordnung. Es ist daher sinnvoll, die Reaktionen der
Elektronen aus dem komplexen Reaktionsschema herauszuldsen und fiir sich zu be-
trachten [7—12].

Reaktionspartner der Elektronen sind die Elektronenfallen — wozu auch die Keime zihlen —, die
Defektelektronen, indirekt auch die Defektelektronenfallen sowie die in den Kristall einfallenden
Photonen. Durch den — wihrend der Belichtung als konstant angenommenen — Photonenstrom
ist eine zur Lichtintensitdt % proportionale Zuwachsgeschwindigkeit n& sowohl der Elektronenkon-
zentration ¢, als auch der Defektelektronenkonzentration ¢, gegeben. Sieht man den Vorrat an Fallen
im Kristall als grof und praktisch unerschéptlich an, so sind die Abnahmegeschwindigkeiten iber
die Fallenkoeffizienten «, fiir die Elektronenfallen und «, fiir die Defektelektronenfallen den jeweili-
gen Konzentrationen proportional. Weiterhin verschwinden Elektronen und Defektelektronen durch
Rekombination. Die Bilanz der Reaktionsgeschwindigkeiten fuhrt auf das folgende nichtlineare
Differentialgleichungssystem:

de
j =yl — xe; — fegc, (1)
de,
dtu =k — ayey — fiec, (2)

Die Summanden der Gleichungen (1, 2) entsprechen verschiedenen Reaktionsordnungen: Der Zu-
wachs durch Photoeffekt nE verliuft nach nuliter Ordnung, die Abnahme durch Fallen «;c; und x,e¢
nach erster Ordnung und die Abnahme durch Rekombination Se,c, nach zweiter Ordnung.

Die Losung des Differentialgleichungssystems (1, 2) ist in [7] diskutiert. Durch Substitution der
einen (leichung in die andere erhiilt man eine ABELsche Differentialgleichung 2. Art, die nach KaMke
[14] nicht allgemein und geschlossen losbar ist. Jedoch sind die Grenzfille fir ¢ — 0 und ¢ — ~o leicht
anzugeben. Mit der Anfangsbedingung ¢,(0) = ¢,(0) = 0 folgt aus (1, 2) dc,/df = de.fdé = n& und
damit ein anfinglicher quasilinearer Anstieg der Konzentrationen mit der Zeit ¢

e (t) = ¢y(t) = nEt. (3}

Fiir ¢ — ~c ist mit de,/dt = de,/dt = 0 der Gleichgewichtszustand (Sittigung) erreicht. Durch gegen-
seitige Substitution beider Gleichungen (1) und (2) erhilt man zwei quadratische Bestimmungs-
gleichungen mit den Lésungen

(o) = ;i; (l/1 + %E — 1), (4)

ey(oc) = ;"—5 (]/1 + %E — 1). (5)
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Diese Gleichungen beschreiben den Ubergang vom normalen zum inversen ScAwArzscrHILD-Effekt
[7, 11, 12].

Die Darstellung der Elektronenkonzentration ¢, in Abhdngigkeit von der Lichtintensitit E nach
Gl. (4) ist ausreichend fiir Belichtungszeiten, bei denen sich in der iiberwiegenden Dauer der Belich-
tung ein Sittigungszustand der Elektronenkonzentration eingestellt hat, nicht aber fiir kurze Belich-
tungszeiten, bei denen es auf den genauen zeitlichen Verlauf der Funktion ankommt. Hierzu muf
die Zeitfunktion durch Integration des Differentialgleichungssystems (1, 2) gewonnen werden.

Im Hinblick auf die Schwierigkeiten der Losung des Systems (1, 2) wurde in [7] nur der Fall der Ric-
caTischen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

= K — — Be?, 6
a7 ac — fic (6)

worin gegeniiber dem System (1,2) ¢; = ¢, = ¢ und &; = &, = « ist, untersucht. Gl. (6), deren Lisung -
in geschlossener Form angegeben werden kann [12], 146t sich so umformen, daf} sie auch die Grenz-
falle Gl (3) und Gl. (4) und (5) einschliefit [7]. Damit wird zwar eine qualitativ dhnliche Zeitfunktion

zur exakten Losung gewonnen, die sich fir weitere analytische Behandlungen eignet (z. B. Gewin-
nung des Zeitintegrals der Elektronenkonzentration), die aber bei o, &+ &, und ¢, & ¢, im Uber-

gangsgebiet zwischen den Grenzwerten in noch unbekannter und unubersehbarer Weise von dem
tatsdachlichen Verlauf der Zeitfunktion abweichen kann.

Eine numerische Losung des Systems (1,2) wiare durch Naherungsverfahren wie das von RuncE
und KuTTa oder durch Iteration méglich. Hiermit ist aber kein umfassendes analytisches Losungs-
prinzip gegeben.

3. Die Konzentration der Elektronen und Keime

Nach der Keimstufenhypothese [6, 13] erfolgt der Aufbau und Abbau der Keime iiber
eine Kette von Reaktionsstufen, die durch Hin- und Riickreaktionen miteinander ver-
bunden sind. In die Ubergangskoeffizienten der Hinreaktionen geht die von der In-
tensitit £ abhingige Elektronenkonzentration ¢, als Faktor ein, wihrend die Riick-
reaktionen vorwiegend von der thermischen Instabilitit der Keime bestimmt werden,
so daB die Ubergangskoeffizienten (abgesehen vom HerscueL-Effekt — vgl. [7]) von
der Belichtung unabhiéingig sind. Die Reaktionen zwischen den Elektronen und den
Keimen sind eigentlich von zweiter Ordnung; durch Aufnahme der Elektronenkonzen-
trationen in die Ubergangskoeffizienten der Keimstufenkette erhilt man jedoch ein
lineares Differentialgleichungssystem [7, 10], dessen Losung sich bei konstanter Matrix
der Ubergangskoeffizienten & als eine lineare Vektortransformationsgleichung ergibt,

() = B(E, 1) ¢(0). (7)

Hierin ist ¢ der Vektor der den Keimstufen zugeordneten Keimkonzentrationen und
B(L, t) die ,,Belichtungsmatrix [9—11]. B(E, ¢) 146t sich mit der Koeffizientenmatrix
St (#) als Matrixexponentialfunktion schreiben,

B(E, t) = BV, (8)

Die Linearisierung des Systems mit Reaktionen zweiter Ordnung wurde erzielt durch Separierung
der Teilsysteme der Elektronen und Defektelektronen sowie der Elektronen und Keime. Das erste
System wird v6llig unabhingig von dem zweiten System berechnet, als gédbe es keine Rackwirkung.
In das zweite System geht die Lésung des ersten Systems nur in die linearen Ubergangskoeffizienten
ein. Es ist offensichtlich, daf} eine solche Naherung den wahren Sachverhalt nur in bestimmten Fillen
unter geeigneten Bedingungen hinreichend genau und damit richtig beschreiben kann.

Dennoch liefert die Matrixdarstellung des Prozesses der Keimbildung eine Fiille von
Moglichkeiten zur Erklirung, analytischen Beschreibung und letztlich auch der nume-
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rischen Berechnung photographischer Phinomene [7—12]. Man kann annehmen, dall
hiermit wohl der wesentliche Charakter des realen Vorganges der Keimbildung erfalit
wird. Zur Erhirtung dieser Aussage diene z. B. der WeINLaND-Effekt, die Erscheinung,
daB bei Umkehrung der Reihenfolge nacheinander verabfolgter Kurz- und Langzeit-
belichtungen etwa gleicher Lichtmenge auf der photographischen Schicht nach der
Entwicklung unterschiedliche Schwiirzungen resultieren. Man kann diesen Sachverhalt
so formulieren: Die Reihenfolge der Belichtungen ist fiir gleiche Schwirzungen nicht
kommutativ. Nichtkommutativ ist aber auch die Multiplikation von Matrizen. Das
Belichtungsergebnis einer einfachen Belichtung folgt aus Gl. (7) — und das einer Doppel-
belichtung durch nochmaliges Einsetzen des Ergebnisses der Erstbelichtung in die fiir
die Zweitbelichtung indizierte Gl. (7): ‘

€1 .0(t + &) = Ballly, &) Bi(Ey, &) c(0). ‘ | )

In [8] wurde gezeigt, daB sich auch das ScawaRrzscHILDsche Schwirzungsgesetz aus
der Belichtungsmatrix herleiten 1a0t.

Matrizentransformationen sind von der Definition der Matrizen her linear. Die Kinetik
des photographischen Prozesses liBt sich vorteilhaft stets dann mit Matrizen bheschrei-
ben, wenn die kinetischen Reaktionsgleichungen mit einem tolerierbaren geringen
Fehler linearisiert werden konnen. Nichtlineare Zusammenhdnge lassen sich mit Matri-
zen nur erfassen, wenn die Nichtlinearitit in die Elemente der Matrix mit aufgenommen
wird. Dies ist aber nicht mit dem Charakter der linearen Transformation eines Vektors
vom Anfangs- in den Endzustand vereinbar.

Obgleich man in der Theorie des photographischen Prozesses im allgemeinen wohl mit
der linearen Matrixanalysis auskommt, gibt es eine Reihe von Fillen, in denen eine
solche Vereinfachung zu falschen Resultaten fiihren wiirde. So sind beim Zusammen-
wirken zweier Reaktionsbereiche des Kristallgitters, beispielsweise des Korninnern und
der Kornoberfliche, wobei die Ubergangskoeffizienten des einen Bereichs von der
Keimbildung des anderen Bereichs abhiingen, die charakteristischen Effekte nur durch
Beriicksichtigung der Kopplung, also der Reaktionen zweiter Ordnung, zu erfassen.
Zu den photographischen Effekten dieser Art zihlen der CLaypEN-Effekt, der VILLARD-
Effekt und der physikalische SaABaTiER-Effekt.

4, Die Reaktionsordnungen in einem System von Reaktionsgleichungen

In einem Reaktionssystem treten gewéhnlich Reaktionen verschiedener Ordnung auf.
Wie im Abschnitt 2 gezeigt wurde, sind allein schon in dem System der Elektronen und
Defektelektronen in Verbindung mit den einfallenden Photonen und den Fallen Reak-
tionen nullter, erster und zweiter Ordnung enthalten. Streng genommen kénnte man
natiirlich auch die Reaktionen zwischen Elektronen und Fallen als von zweiter Ordnung
ansehen, und auch die Bildung freier Elektronen und Defektelektronen ist eine von der
Menge der gebundenen Elektronen und der Menge der einfallenden Photonen abhin-
gige Reaktion zweiter Ordnung. Somit wiire es méglich, das gesamte System durch
Reaktionen zweiter Ordnung zu beschreiben.

Man kann die Reaktion zweiter Ordnung iiberhaupt als den Normalfall der gegenseiti-
gen Einwirkung mehrerer Reaktionspartner ansehen. Eine Reaktion kommt zustande
durch das Zusammentreffen zweier miteinander reaktionsfihiger Partner, also durch
einen sogenannten Zweierstof. Einen DreierstoB lann man stets auf zwei sukzessive
ZweierstoBe zuriickfiihren, deren zeitlicher Abstand beliebig klein sein mag. So lassen
sich letztlich auch alle Reaktionen hoherer Ordnung auf eine Anzahl von Reaktionen
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zweiter Ordnung zuriickfithren. Aus der physikalischen Chemie [15] ist bekannt, dal}
die Reaktionen héherer Ordnung meist Bruttoreaktionen sind, die iiber eine Reihe von
Zwischenstufen zustandekommen. Durch Verzweigungen in den Reaktionsverliufen
ergeben sich auch gebrochene Bruttoreaktionsordnungen.

Andererseits kann man aber auch Reaktionen niedrigerer als zweiter Ordnung durch Reaktionen
zweiter Ordnung darstellen. Hierzu bendétigt man einen Reaktionspartner, der sich wihrend der
Reaktionsdauer nicht indert. Wenn ein solcher nicht ohnehin im System enthalten ist, kann man zu
diesem Zweck einen fiktiven Reaktionspartner mit zeitlich konstanter Konzentration einfithren,
dessen Reaktionsgeschwindigkeit Null ist. Wie jedoch weiter unten gezeigt wird, besteht keine Not-
wendigkeit, die Reaktionen nullter und erster Ordnung durch Zuhilfenahme eines fiktiven Reaktions-
partners in Reaktionen zweiter Ordnung umzuwandeln, da sich die Reaktionen verschiedener Ord-
nung simultan berechnen lassen.

Es gibt auch physikalisch bedingte Reaktionen erster Ordnung, bei denen es wider-
sinnig wére, sie durch Reaktionen zweiter Ordnung auszudriicken. Hierzu gehéren alle
Zerfallsreaktionen, bei denen die Reaktion nur von dem Agens selbst, nicht aber von
irgendeinem Reaktionspartner abhidngt. Der Prototyp solcher Reaktionen sind spon-
tane radioaktive Umwandlungen, die sich als Reaktionen erster Ordnung daher voll-
stindig durch die Matrixanalysis darstellen lassen [16]. Es gibt auch viele spontane
chemische Reaktionen, die keines stofflichen Partners bediirfen, z. B. die photochemische
Zersetzung eines Stoffes. In diesem Fall kénnte man aber auch die Photonen als Reak-
tionspartner ansehen.

Wenn es nun also grundsitzlich mdoglich erscheint, alle Reaktionsordnungen durch
Reaktionen zweiter Ordnung auszudriicken, ist die Frage berechtigt, ob nicht auch alle
Reaktionen auf Reaktionen erster Ordnung zuriickgefithrt werden koénnten. Wegen
der exakten Ldsungsméglichkeit bei den Reaktionen erster Ordnung wire dies sicher
ein groBer Vorteil. Eine. solche Mdglichkeit scheidet aber aus, da alle Reaktionskombi-
nationen mindestens eines Partners bediirfen. Nur Reaktionen nullter Ordnung lassen
sich durch Einfiithrung eines fiktiven Partners durch Reaktionen erster Ordnung aus-
driicken.

Offensichtlich besitzt die Reaktion zweiter Ordnung eine besondere Bedeutung als
Bindeglied zwischen allen anderen vorkommenden Reaktionsordnungen,

Gegeniiber den Reaktionen erster Ordnung bringt der Ubergang zu den Reaktionen zweiter Ordnung
einen qualitativen Sprung mit sich; in der analytischen Beschreibung der Reaktionssysteme ist dieser
Sprung gekennzeichnet durch den Ubergang von den Matrizen zu den Tensoren. Umgekehrt kann
dann aber auch die Matrix als ein spezieller Tensor aufgefaBit werden. Um die Eigentiumlichkeiten
eines Reaktionssystems von zweiter Ordnung herauszustellen, wird es im folgenden zunichst ohne
Beimengung von Reaktionen anderer Ordnung behandelt. Spéter wird sich eine simultane Behandlung
der verschiedenen Reaktionsordnungen als zweckmifliger erweisen.

5. Darstellung eines Systems von Reaktionen zweiter Ordnung mif Hilfe der Tensor-
analysis

In einem System von Reaktionen zweiter Ordnung konnen alle beteiligten Reaktions-
partner jeweils paarweise miteinander kombinieren. Das Reaktionsergebnis eines sol-
chen ,,ZweierstoBes'* zweier Partner ist im allgemeinen ein dritter Stoff. Die Reaktions-
geschwindigkeit de;/df jedes Partners ist von allen paarigen Kombinationsmdéglichkeiten
der #n Reaktionspartner des gesamten Systems abhéngig, wobei die Abhéingigkeit durch
ein Schema von Koeffizienten §,;7% bestimmt wird. Die Bilanz der Reaktionsgeschwindig-
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keiten der i-ten Komponente ist durch den folgenden Summenausdruck gegeben:

de;
'(% = Moo + Bit%ey + oo BilMee, + o

o Biflegey o+ BiPests o A Bieaty -

e ﬁimcncl + ﬁiﬂ%nc: - ﬁi?mcncn

CE S e, (0

i=1 k=1

Das Schema der Koeffizienten 7% stellt einen Tensor 3. Stufe mit gemischt kovarianten und kontra-
varianten Transformationseigenschaften dar (siche Anhang!). Die Bezeichnungen kovariant und kontru-
variant werden formal aus der allgemeinen Tensortheorie [17 —19] iibernommen und dienen hier nur
zur Unterscheidung der oberen und unteren Indizes mit den entsprechenden Verkniipfungseigen-
schaften. Sie haben also nicht {(bzw. nur im ibertragenen Sinne) die ihrer Definition zugrundeliegende
geometrische Bedeutung. Die Faktoren ¢; und ¢ sind die Komponenten des Vektors der Konzen-
trationen der Reaktionspartner, der in der hier gewihlten Darstellungsart einem kovarianten
Tensor 1. Stufe entspricht und kurz als Veltor bezeichnet wird. Das durch die d4ullere Multiplikation
der Tensoren ¢; und ¢; aufgespannte Produktschema ist dann ein spezieller Tensor 2. Stufe, der in
Form einer Matrix dargestellt werden kann:

€€y €1C, €10,

Cofy Coly *+* C3Cy

ceop = (1)

Das Produkt des kovarianten Tensors Gl. (11) mit dem gemischten Tensor ;¢ ergibt dann schlie$3-
lich auf dem Wege iiber die Tensorverjiingung [18, 19] den kovarianten Tensor 1. Stufe Gl. (10),
also den Vektor der Reaktionsgeschwindigkeiten.

Im Anschluf} an die von Exxstein [20] eingefithrte Schreibweise von Tensorprodukten
wird im folgenden bei Auftreten von Paaren gleicher Indizes in einem Tensorprodukt
die mit der Verjiingung verbundene Summation (Uberschiebung) iiber diesen Index
verstanden. Gl. (10) lautet in dieser Schreibweise:

de; )
Ttl = il (12)
Der Tensor f;* besteht aus den Ubergangskoeffizienten fiir die paarigen Kombinatio-
nen des kovarianten Vektors ¢; bzw. ¢; zu dem kovarianten Vektor de;/df der Reaktions-
geschwindigkeiten. Die paarigen Kombinationen ¢;c; und ee; sind vom reaktions-
kinetischen Standpunkt aus identisch. Somit sind auch die kontravarianten Indizes j
und £ gleichwertig. Wenn der Tensor 8, nicht schon durch die Koeffizienten der vor-
gegebenen Reaktionsgleichungen von vornherein beziiglich der kontravarianten Indizes
symmetrisch ist, so ist er in jedem Falle ohne Anderung der reaktionskinetischen Aus-
sage des Gleichungssystems durch Tensormischung [18, 19] symmetrisierbar,

Bt = 2 (B + By = B | (13

Fiir den Tensor g wird der Terminus Ubergangskoeffiziententensor oder kurz Uber-
gangstensor gewdhlt.
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6. Die Lisung der Tensordifferentialgleichung des Systems von Reaktionen zwciter
Ordnung

Die Tensordifferentialgleichung (12) wird durch Integration in die dquivalente Tensor-
integralgleichung tiberfiihrt:

i
cilt) = ei(0) + [ Bi*() ¢;(x) ep(r) dr. (14)
0

Die Integrationskonstante ¢;(0) ist der durch die Anfangsbedingungen gegebene Vektor der Konzen-
trationen zum Zeitpunkt ¢ = 0. Die Koeffizienten des Ubergangstensors ;i kénnen beliebige Zeit-
funktionen sein. Physikalisch wird dies damit begrindet, daBl die Reaktionen auch von duBeren Be-
dingungen wie Temperatur, Strahlungseinfall, Druck usw. abhingen, die im allgemeinen zeitlich
variabel sind.

Die nichtlineare Integralgleichung (14) 146t sich iterativ durch Entwicklung einer NEUMANNschen
Reihe 16sen. Nullter Niherungsansatz sei

C; = Ci'(O). (15)
0

Die Naherungsstufe wird durch den Index unter dem Symbol ¢ gekennzeichnet. Dann liefert die
erste Integration

¢

ei(t) = ¢;(0) -+ [ Bif(r) iy dr. (16)
1 0 00

Durch abermaliges Einsetzen von Gl. (16) in Gl. (14) erhilt man

2

Mﬂ=mw+meﬂ%ﬂ%ﬂM (17)
o 1

und schlieBlich nach unentwegter Wiederholung dieses Einsetzungsverfahrens

t
¢;(t) = lim ¢;(t) = ¢;(0) + lim f Bii*(r) ¢;(t) () dr. (18)

r—>o00 ¥ r—=oe r—1 r—1

Fiir den Fall konstanter Ubergangskoeffizienten vereinfacht sich die Losung bedeutend, da dann die
Integrationen nicht mehr itber die gesamten Zeitfunktionen der Ubergangskoeffizienten, sondern
nur noch iiber die als Faktor auftretende Variable der Zeit ausgefiihrt zu werden brauchen. Der
konstante Ubergangstensor ;7% kann in Gl. (14) schon vor das Integral gezogen werden,

i

cilt) = ei(0) + B [ ¢;(v) eylr) dr. (19)
0

’ 0
Das Einsetzverfahren liefert hier mit der nullten Naberung nach Gl (15) ¢; = ¢;
0
0 o loo
cift) = ¢; + B [ cjop dr
1 0

0 00 o 1 »
= ¢; + Bifkciept — ¢; + ¢t (20)
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Der hochgestellte Index bezeichnet den zu dem jeweiligen Glied gehérigen kovarianten Vektorkoeffi-
zienten zu dem Zeitfaktor. In weiterer Verfolgung des Iterationsverfahrens ergibt sich:

t

gi(t) - gi + Bk f (g_,- +1ch) (2k + ékr) dr

0
0 00 0 01y g 11 g
= ¢; + Piffesert + ﬁ@’k(cjck + C;Ck) o " B e —
. o
0o 1 2 g2 ‘
:ci+cit+ci;+--- (215

und schlieflich unter Vernachlissigung der hiheren Glieder bei jedem Iterationsschrift

Gt) = 3 ¢ = (22)
=0

Pop

mit der Rekursion der Vektorkoeffizienten

0
¢; = (0

1 00
¢; = Pifkeier

2 {10 01
€; = ‘Bilk(cjck + CiCk)

3

20 11 02)
c; = pif*

eicg + 2¢ic, + ¢ (23)

4 {30 21 . 12 03
C; = ﬂi:’k(cjcfc —- SCjCk + 3cjck —+ C?'Ck)

40 31 22 13 04)

5
¢; = Biif\cjex + dejop + Boe + deiep + i

r rr—s

-1 Lt ¥
c; = ﬁi]k 2 (8) C]- Cp -
§=0

Die Vektorkoeffizienten besitzen die gleiche formale Struktur wie die Reihenentwicklung eines Bi-
noms. Mit Gl (22) liegt die Losung in Form einer Reihe vor, fiir die je nach Art der in dem Differen-
tialgleichungssystem auftretenden Koeffizienten und Anfangsbedingungen ein Konvergenzradius
t <7 tyax existiert.

Die Summanden der Vektorkoetfizienten in Gl. (23) besitzen alle die Grundform

T3
Birke; oy,

die der Struktur nach der rechten Seite der Differentialgleichung (12) entspricht. Man kann die Lo-
sung der Differentialgleichung durch Rekursion also auch ausfithren, indem man in dem vorliegenden
Differentialgleichungssystem anstelle der Produkte cc;, die Binomialausdriicke

r T r-s
2 (e (25)
s=0 \8

r+1
einsetzt, wobel man anstatt des Differentialquotienten de;/df den nichsthoheren Koeffizienten ¢;
erhilt, und die Reihe (22) mit den so erhaltenen Vektorkoeffizienten berechnet. Auf diese Weise wird
bei der praktischen Rechnung der Umweg iiber die Tensorformulierung iibergangen.
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Bei sehr guter Konvergenz kann die Reihe (22) nach wenigen Gliedern abgebrochen
werden. Entwickelt man die Reihe nur bis zum 2. Glied, so erhilt man die lineare
Néaherung gemi 3 Gl. (20), die fir kleine Werte von ¢ zu brauchbaren Resultaten fiihrt.
Reicht die Konvergenz fiir die Anwendung der linearen Niherung in einer gegebenen
Reaktionszeit ¢ nicht aus, so kann diese in eine Anzahl kleinerer Zeitintervalle Az
aufgeteilt werden. Das (zesamtergebnis der Reaktion erhilt man dann durch eine Viel-
zahl kleiner Reaktionsschritte, wobei jeweils die Endbedingungen des vorangegangenen
Zeitintervalles als Anfangsbedingungen des folgenden Zeitintervalls benutzt werden,
Fiir einen solchen Reaktionsschritt zum Zeitpunkt 7 innerhalb der Reaktionszeit ¢
gilt bei linearer Ndherung

eilr 4+ A1) = ci(r) + M) efn) aulr) AT (26)

Der an sich zeitlich verinderliche Ubergangstensor 8;%(z) wird fiir ein geniigend kleines
Zeitintervall A7 als konstant angesehen.

Benutzt man fiir eine Naherungslgsung bei der Entwicklung der Reihe (22) noch weitere
Glieder hoherer Ordnung, so konnen die Zeitintervalle Az, in die die Reaktionszeit ¢
aufgeteilt wird, bei gleicher Genauigkeit des Ergebnisses wie nach Gl (26) wesentlich
grofler sein.

7. Erweiterung der kinetischen Reaktionsgleichung auf simultane Reaktionen beliebiger
Ordnung

In einem Reaktionssystem treten im allgemeinen Reaktionen verschiedener Ordnung
simultan auf, wie dies bereits das Beispiel des Systems der Elektronen und Defekt-
elektronen Gl. (1,2) zeigt. Im photographischen Prozef} sind Reaktionen von nullter
bis zweiter Ordnung physikalisch real. Eventuell vorkommende Reaktionen héherer
als zweiter Ordnung kénnen nach Abschnitt 4. auf Reaktionen zweiter Ordnung zuriick-
gefithrt werden. Dennoch a8t der hier entwickelte Formalismus auch die Darstellung
der Reaktionen hoherer Ordnung zu.

Die simultane Einwirkung der Reaktionen bis zur »-ten Ordnung auf die Bilanz der
Reaktionsgeschwindigkeit wird durch den Summenausdruck

dC'
t k i e keode
--? = X; + X; ICkl + X; 1k2(}k10k2 + [ PR 36k16k26k3 +

.
= M kb, oo (mitkyg =0 und ¢ = 1) (27
u=0

beschrieben, der eine Vektorreihe darstellt, in der die Glieder dullere Produkte der
Vektoren mit sich selbst und multipliziert mit den dazugehérigen Tensorkoeffizienten
sind. In diesem Gleichungssystem sind alle moglichen Reaktionsordnungen vertreten,
so daB keine fiktiven Reaktionspartner (vgl. Abschnitt 4.) eingefithrt zu werden brau-
chen.

Die Lisung von Gl. (27) wird in entsprechender Weise wie nach Gl. (14) durch Iteration
der dquivalenten Integralgleichung gewonnen:

[
ety = ci(0) + [ 37 aBfu(z) ex, (x) - er (7) dr. (28)
0 u=0
Beschrinkt man sich auf konstante Ubergangstensoren af*«, so ergibt der erste
Iterationsschritt in entsprechender Weise wie Gl. (20)

0 [ 0 0 1

0
Ci(t) = ¢; + 2 (Xikz'“k”Ckl Ckut = ¢; + ¢;t. (29
=0

1
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Weitere lterationsschritte liefern eine Reihe, wie sie schon durch Gl. (22) formuliert
wurde. Die Vektorkoeffizienten werden ebenso wie nach Gl. (23) durch Rekursion be-
stimmt, Das Schema dieser Rekursion sei am Beispiel » = 3 mit den ersten drei
Rekursionsschritten angedeutet:

0
C; = ¢ (O)

1 0 0 0 00 0
— k Kok Jeykiol
& == & + o0, b ek e, + &R Cp ek, e

Bei den weiteren Rekursionsschritten wird zur Vereinfachung der Schreibweise
ky =4, ky = k, kg = [ gesetzt.

2 1 (10 01) (100 010 001)
i i ki
¢ = ale; 4+ o \ejop 1 cpof] 4 T N\eiee 1 e + ciepy
3 2 (20 11 02) (200 020 002 1190
- " ; .
c; = oile; + afd¥\cjer 4 2eie + i) + xif\ejee + e 4 ciae + 2eie0 (30)

101 011
+ 2¢;04¢; +- QCjCkC[).

Die Vektorkoeffizienten setzen sich additiv aus den Anteilen der einzelnen Reaktions-
ordnungen zusammen, die formal voneinander unabhéngig erscheinen. Die Reaktion
1

nullter Ordnung «; tritt dabei nur in dem Glied ¢; explizite auf. Die Struktur der Anteile
der einzelnen Reaktionsordnungen richtet sich nach dem polynomischen Lehrsatz [19]

!
(@y +ay + - a) = ) s!

ﬁ——’ a,1ﬁ1a2p2 cee arpr (31)
mpe-p, P17 Po Pre

mit der Nebenbedingung p, + py + -+ p, = 5.

8. Die RICCATIsche Differentialgleichung eines Reaktionssystems

Beriicksichtigt man nur Reaktionen bis zur zweiten Ordnung, so bietet sich Gl. (27)
als die in Tensorform geschriebene Riccarische Differentialgleichung dar:

dci . .
FTR + aife; + BitFeep (32)

Diese Differentialgleichung hat (ebenso wie Gl. (27) als ein Spezialfall derselben) eine Losung, die
im Falle konstanter Tensorkoeffizienten ¢;, «;/ und ;¥ als Reihe nach Gl. (22) formuliert werden
kann, wobei speziell folgende Rekursion fiir die Vektorkoeffizienten gilt:

0

¢; = ¢;(0)

1 0 00

¢ = &; + !Xiycj —+— ﬁz]kC/Ck

2 1 10 01 (33)
¢ = wile; + Wk(cjcl: + C;;Ck)

..........................
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Besteht der Vektor ¢; aus nur einer Komponente, so geht Gl. (32) in die normale Riccatische Diffe-
rentialgleichung (6) iiber. Die tensorielle Riccatische Differentialgleichung (32) beschreibt — bei
Reduktion aller hoherer Reaktionsordnungen auf die zweite Ordnung — praktisch jedes beliebige
Reaktionssystem.

9. Reduzierung der tensoriellen RICCATIschen Diiferentialgleichung auf den linearen
Fall

An dem Schema der Rekursion der Vektorkoeffizienten Gl. (30) und Gl. (33) erkennt
man, daBl nur die Reaktionsordnungen von 2 an aufwirts mit zunehmender Glied-

r
nummer der Reihe weiter auffichern, wihrend der lineare Anteil x;%; zu jedem Glied
stets nur einen Summanden beisteuert.

Betrachtet man nun einmal die Reaktionen erster Ordnung fiir sich, dann sind in Gl. (32) alle ¢; = 0
und alle 8,/ = 0, so daf} die Differentialgleichung

mit der Losung nach Gl. (22) und Gl. (33)

0 0 0 g2 ] 0 3 \

¢i(t) = ¢; + ajdet + iy >+ aifoFogles 5 T exl'e; (35)
verbleibt. Der Exponent 7 == 0 fithrt bei der Tensorpotenz (x;/)" = 8,7 auf das KRONECKER-Symbol
mit den Werten der Elemente 1 for ¢ = j und 0 fiir ¢ =+ j. N
Der Tensor 2. Stufe «;f ist einer quadratischen Matrix & dquivalent, die in [8—11] als Matrix der Uber-
gangskoeffizienten mit den Elementen «;/ — K;; eingefiihrt wurde. Umgekehrt kann man die Matrix
8 und damit auch die Matrixexponentialfunktion e als Tensor 2. Stufe auffassen. In diesem Sinne
trifft far die Belichiungsmatriz B(E,t) = e%(ED [8-11] auch die Bezeichnung Belichtungstensor
zi.

Die tensorielle Darstellung des Reaktionsgeschehens ist in jedem Falle umfassender und
allgemeiner als irgendeine andere Darstellung, die nur in einem begrenzten Bereich
Giiltigkeit besitzt, wie beispielsweise die Beschreibung der Reaktionen erster Ordnung
mit Hilfe der Matrixanalysis. Der zeitliche Ablauf von Reaktionen erster Ordnung eines
Reaktionssystems wird mit Hilfe von Tensoren 2. Stufe beschrieben, deren formale
Ubereinstimmung mit quadratischen Matrizen die vorteilhafte Anwendung der Matrix-
analysis nahelegt.

10. Die Resolventenmatrix bei Reaktionen zweiter Ordnung

Bei Reaktionen zweiter Ordnung lifit sich die skalare Losung nicht ohne weiteres
formalanalog auf den Vektor in der Darstellung des Tensorproduktes iibertragen, wie
dies bei Reaktionen erster Ordnung mit dem Ubergang zur Matrizenschreibweise
moglich ist. Die Ursache liegt in der Nichtkommutativitit der Tensorprodukte, die
sich im gegebenen Fall noch starker als die Nichtkommutativitidt der Matrizenprodukte
auswirkt. So ist ein formal gebildeter Ausdruck mit einer tensoriell geschriebenen rezi-
proken Transformationsmatrix

1 fir z==4%

0 fir vk (36)

) 0 (1]
ci(t) = (5ik — ﬁi’kcjt)‘l g 0= {
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entsprechend der skalaren Lésung

c(0)
=T g0 b
der Differentialgleichung zweiter Ordnung
de
— 2 "
o = b (38)

daher allgemein vom 3. Glied der Reihenentwicklung an falsch. Gl. (36) ist also keine
Losung von GL (12). Durch Symmetrisierung des Ubergangstensors g% beziiglich der
kontravarianten Indizes gemiall GL (13) erreicht man allerdings eine Ubereinstimmung
der richtigen Losung Gl (22, 23) mit Gl (36) bis einschlieflich zum 3. Glied der
Reihen.

0
Gl. (36) wiirde eine lineare Transformation des Anfangsvektors ¢; in den Endvektor
0

c;(¢) darstellen. Der reziproke Ausdruck (5ik — ﬁif“c]-t)—l wire die Resolventenmatrix,
die beim photographischen Prozel der Belichtungsmatrix [7—12} entspricht. In der Tat
laBt sich eine solche Matrix EB(E, Z, c(())), die selbst den Anfangsvektor c(0) enthalt,
angeben, nur ist ihre Struktur nicht so einfach wie nach Gl. (36).

11. Einfiihrung einer verallgemeinerten Reaktionssymbolik

Es ist zu empfehlen, bei der Beschreibung nichtlinearer Vorginge wie der Reaktionen
zweiter und héherer Ordnung auf die Darstellung linearer Vektortransformationen, die
unter Umstdnden durch Abspaltung eines Vektorfaktors prinzipiell méglich wire, ganz
zu verzichten und eine neue, verallgemeinerte Symbolik einzufiihren.

Die tensorielle Riccatische Differentialgleichung (32) beschreibt die zeitliche Verschiebung des Vek-
tors ¢; in Abhiingigkeit von den Tensorkoeffizienten ¢;, &, und gj¥,

de; S
T_l—tl - f(ei’ xy, ﬁiﬂca s Ck) . (39)

FaBt man die Menge der Tensorkoeffizienten ¢;, x;/ und ;¥ zu einer symbolischen Grofie U zusammen
und bezeichnet den Vektor der Konzentrationen. ¢; wie in [7—11] mit ¢, so lautet Gl. (39) unter Weg-
lassung des Funktionssymbols f

de
= = (40)

In entsprechender Weise 148t sich die Losung von Gl. (39)

i(t) = (e xid, By, ¢;(0)) (41)
iibersichtlicher in der symbolischen ¥orm

c(t) = {Ut, c(0)} (42)
schreiben.

Bei konstanten Tensorkoeffizienten ¢;, &;7 und ;7% (was im folgenden stets stillschweigend als gegeben
vorausgesetzt werden soll) ist die Menge U mit dem skalaren Faktor ¢ multiplikativ verkniipft.

Im Falle des linearen Reaktionssystems geht Gl. (40) mit % = § unter Verwendung der Matrizen-

2 Signal AM
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schreibweise in

de

T (43)

und Gl. (42) in
c(t) = e®c(0)

iiber [7, 9, 10].

12. Einige Bemerkungen zur numerischen Auswertung der Reaktionsgleichungen

Die numerische Berechnung der Zeitfunktionen der Reaktion nach einem geeigneten
Algorithmus kann einem elektronischen Rechenautomaten iiberlassen werden. Durch die
in diesem Beitrag vorgeschlagene Reihenentwicklung ist die Losungsfunktion mit be-
liebiger Genauigkeit reproduzierbar.

Das Rechenprogramm kann so eingerichtet werden, dafi dem Automaten die Kompo-
nenten der Tensorkombination A A (e;, a, #7%) sowie die Anfangsbedingungen in Ge-
stalt von ¢;(0) eingegeben werden. Der Automat rechnet dann fiir frei vorgebbare Zeit-
schritte die Werte der Zeitfunktionen ¢;(t) aus.

Die Einspeicherung der durch Rekursion nacheinander berechneten Vektorkoeffizienten erfolgt am
zweckmiBigsten in Form einer rechteckigen Matrix, wobei die Anzahl der Zeilen durch die Kom-
ponenten des Reaktionssystems und die Anzahl der Spalten durch die gemaB der Konvergenz erfor-
derliche Linge der Reihe gegeben ist. Die Reihe wird abgebrochen, wenn die Summe der Absolut-
werte der Komponenten eines Gliedes der Vektorreihe (22)

n

z

i=1

r llT
¢

< 0 (44)

r!

unter eine vorgegebene Schranke ¢ sinkt. Bei der rekursiven Berechnung der Vektorkoeffizienten
sollte daher gleich fir den groBten Wert ¢ der Zeitfunktion die Folge der Glieder der Reihe (22)
berechnet werden, um die notwendige Anzahl der Glieder zu ermitteln. Sodann ergeben sich die Zeit-
funktionen ¢;(t) durch Multiplikation des Vektors der Glieder der Reihe von e! mit der Rechteck-
matrix der Vektorkoeffizienten:

0 1 T

ci(8) ¢ ¢ ¢ |
o 1 r

Coft c, ¢ c ¢

) fee o )
0o 1 r tr

Cn(t) Cp Cp > Cp -

7!

Uber die Ergebnisse solcher Rechnungen mit besonderem Bezug auf den photographi-
schen ProzeB soll spiter berichtet werden. Reaktionen erster Ordnung sind bereits
berechnet worden (7, 11, 16]. Das hierzu verwendcte Programm basiert auf der Reihen-
entwicklung der Matrixexponentialfunktion, die, einmal berechnet, als Resolventen-
matrix fiir beliebige Anfangsbedingungen verwendet wird. Ein allgemeines, fiir die Be-
rechnung von Reaktionen beliebiger Ordnung aufgestelltes Programm wiirde natiirlich
auch den speziellen Fall der lincaren Reaktionen erster Ordnung, der bisher mit Matri-
zen behandelt und gelst wurde, mit umfassen.
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13. Das Reaktionssystem der Elektronen und Defektelektronen als Beispiel fiir die
Aufstellung der Tensorkomponenten

Mit der Mdoglichkeit der elektronischen Berechnung der Zeitfunktionen der einzelnen
Reaktionspartner ist das Problem der Darstellung von Reaktionsverliufen — auch ohne
Kenntnis der inneren Struktur des Rechenganges — als gelost zu betrachten. Die For-
mulierung der Losung entsprechend Gl. (42) ist dann durch den Algorithmus des nume-
rischen Lésungsganges gesichert.

Fiir die praktische Berechnung der Zeitfunktionen mufl dem Rechenautomaten die
in den Tensorkomponenten niedergelegte Struktur und Rapiditit der Reaktion ein-
gegeben werden.

Man geht dabei so vor, dal man zunéchst ein Reaktionsschema entwirft und danach
das Differentialgleichungssystem aufstellt. Fiir das im Abschnitt 2 behandelte System
der Elektronen, Defektelektronen und Fallen gilt folgendes Schema:

Photoeffekt
pE pE
u.,_x_fi o C, ﬂ,
AGC,  AGLG

Die Riickwirkung von den Fallen zu den Elektronen bzw. Defektelektronen wird ver-
nachlissigt. Setzt man alle zu den Reaktionspartnern hinfithrenden Uberginge als
positiv, die wegfiithrenden dagegen als negativ an, so ergibt die Bilanz der Reaktions-
geschwindigkeiten das Differentialgleichungssystem (1,2), das als tensorielle Riccari-
sche Differentialgleichung gemil Gl. (32) geschrieben werden kann.

Zur ubersichtlichen Darstellung der Tensoren kann die geldufige Schreibweise der Matrizen benutzt
werden. So ist der Vektor ¢; (Tensor 1. Stufe) gegeben durch

L nEy 1
o= o) = i) 9
die quadratische Matrix «;/ (Tensor 2. Stufe) durch
; o, 0
Jy 1
o ( 0 0‘2) (47)
und der Ubergangstensor der Reaktion zweiter Ordnung g;i¥ (Tensor 3. Stufe) durch
U
0 0
Bk =1 .... |- (48)
0 0
g 0

Die durch Punkte getrennten Teile des Tensors Gl. (48) enthalten die Matrizen der Koeffizienten
mit kontravarianten Indizes des Tensors zu den einzelnen kovarianten Indizes. Die naturlichste
Anordnung der Elemente wire ein Kubus im Raum. Da dies in der Fliche nicht moglich ist, wird die



436 E. GErTH

Form einer (formalen) Rechteckmatrix vorgeschlagen. Es ist aber zu beachten, dal3 hierauf nicht
die Rechengesetzte fiir Rechteckmatrizen anwendbar sind.

Wegen der Symmetrieeigenschaft der Produkte ¢,c; = ¢c; sind folgende Tensoren zur Beschreibung
der Reaktion gleichermallen geeignet wie 1. (48):

0o £
2
0 0 0 o 0 B £y
g 0 g 0 0 0 2
e ] —2 e J—> ] e — e (49)
0 g 0 0 0 B 3
\o 0 g o0, 0 0 03
By
2

Die letzte Form von Gl. (49) erhilt man durch Tensormischung nach den kontravarianten Indizes
gemél} Gl. (13). Fiir die Eingabe der Daten in einen Rechenautomaten ist die 2. oder 3. Permutation
der Elementplitze in Gl. (49) vorzuziehen, da hierbei ober- oder unterhalb der Diagonale der kontra-
varianten Matrizen alle Klemente identisch verschwinden, so dal man bei geeigneter Gestaltung des
Rechenprogramms viel Speicherplatz und Rechenzeit einsparen kann.

Entsprechende Reaktionsschemata wie oben lassen sich fiir den gesamten photographi-
schen Prozel} aufstellen, In [11] ist ein Reaktionsschema der Elektronen, Defektelek-
tronen, Fallen und Keimstufen angegeben, aus dem man die Bilanz der Reaktions-
geschwindigkeiten unmittelbar ablesen kann. Dieses System fiithrt ebenfalls auf die
tensorielle Riccatische Differentialgleichung, deren Lésung sogleich fiir das gesamte
Reaktionssystem erhalten wird und nicht, wie noch in [7, 10] dargestellt, durch Tren-
nung der Reaktionen erster Ordnung von den Reaktionen zweiter Ordnung.?)

14. Die photographisehe Schwirzungsfunktion in tensorieller Darstellung

Uber die Méglichkeit zur Formulierung der Schwirzungsfunktion mit Matrixfunk-
tionen wurde bereits in [7, 9, 10] berichtet. Die Konzentration ¢, der die Entwicklung
auslosenden Entwicklungskeime folgt danach aus der Skalarmultiplikation des Spalten-
vektors der Keimkonzentrationen ¢ mit dem Zeilenvektor der Entwicklungswahrschein-
lichkeiten iv,

¢, = inC. (50)
Die Wirkung der Belichtung wird durch die Belichtungsmatrix B(#, ¢) ausgedriickt:
co(l, t) = WBH, t) c(0). (51)

In der Tensorschreibweise ist der Vektor der Konzentrationen ¢ gegeben durch die
Komponenten des kovarianten Vektors ¢;. Bezeichnet man die Entwicklungswahrschein-
lichkeiten durch einen kontravarianten Vektor wi, so ergibt sich durch innere Multi-
plikation der zueinander kontragredienten Vektoren ¢; und w* der Tensor 0. Stufe, also
ein Skalar

¢, = whe;. (52)

%) Nach der Fertigstellung des Manuskriptes der vorliegenden Arbeit wurde vom Verfasser ein
Rechenprogramm zur Losung des Differentialgleichungssystems (1,2) nach dem hier vorgeschlagenen
Algorithmus entwickelt, mit dem eine volle numerische Bestiitigung erbracht wurde. Hieriiber soll
in einer folgenden Arbeit gesondert berichtet werden.
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Der Vektor der Entwicklungswahrscheinlichkeiten ' greift aus den verschiedenen in
dem Reaktionssystem vorkommenden Konzentrationsarten — Elektronenkonzentra-
tionen, Fallenkonzentrationen, Keimkonzentrationen — nur die fiir den Nachweis der
Reaktion erforderlichen Konzentrationen heraus, im Fall der Entwicklungskeimkonzen-
tration also nur die Keime von der kritischen Stufe an [7T—11]. Ebenso kénnten mit
einem anderen w* auch andere Konzentrationen herausgegriffen und mit den durch die
Komponenten von »* gegebenen Gewichten sumimiert werden.

In der tensoriellen Darstellung der Belichtungswirkung kénnen alle zur Bruttoreaktion
beitragenden Einzelreaktionen beriicksichtigt werden. Die Endauswahl der Konzen-
trationen der interessierenden Reaktionspartner wird dann durch den kontravarianten
Vektor w getroffen,

In analytischen Formulierungen der Schwirzungsfunktion ist zweifellos die Schreibweise mit Vek-
toren und Matrizen, wie sie in [7—11] verwendet wurde, iibersichtlicher als die korrekte Ausschrei-
bung der Formeln mit Tensoren. Man kann — mit dem Wissen um den Tensorcharakter der kineti-
schen Reaktionsgrollen — chne weiteres bei der vorteilhafteren Vektoren- und Matrizenschreibweise
bleiben, wenn man die Symbole ¢ und v als zueinander kontragrediente Vekioren und U als die
(symbolische) Kombination der Ubergangstensoren versteht. Anstelle von Gl (51) lautet dann die
Formel fiir die Belichtungswirkung unter Benutzung von Gl. (42) allgemeiner:

c,LE ty = w{¥(E) ¢, c(0)}. (53)
Die gesamte Schwirzungsfunktion ist bei Beriicksichtigung des Schichtdickeneffektes und der Korn-

gréoBenverteilung gegeben durch den Ausdruck

S(KE, t)

w2w(a) (1 — e~ V@R EsNLUON) d adz. (54)

a2
xo

Die noch nicht erkldrten Symbole in dieser Formel bedeuten: § — Schwiirzung, S, — Sittigungs-

schwirzung, « — Radius der auf Kugelgestalt reduzierten Silberhalogenidkérner, at — quadratischer
Mittelwert der Kornradien, w(z) — Verteilungsfunktion der KorngroBe, x — Schichttiefe, 2, —
Schichtdicke, @(x) — schichttiefenabhéingige Intensititsverteilungsfunktion.

15. SchluBbetrachtungen

Mit Hilfe der Reaktionskinetik lassen sich die Ursachen fiir die Ausbildung bestimmter Formen der
Schwarzungskurve bis zu den Primiirvorgingen im Kristallgitter zuriickverfolgen. Verinderungen
der Ubergangskoeffizienten zwischen den Reaktionsstufen wirken sich in bestimmter und oft charak-
teristischer Weise auf den Verlauf der Schwirzungskurve aus.

Die Schwiirzungsfunktion nach Gl. (54) ist voll programmierbar fiir die Berechnung auf einem elek-
tronischen Rechenautomaten. Die Moglichkeit zu einer physikalisch begriindeten Berechnung der
Schwirzungsfunktion kénnte von Bedeutung fiir einc gezielte Beeinflussung der sensitometrischen
Eigenschaften der photographischen Materialien sein, nicht zuletzt aber auch zu einem besseren
Verstehen der komplizierten Reaktionszusammenhiinge beim photographischen Prozef3 fithren.

Anhang

Bei der Benutzung der Tensoralgebra zur Formulierung und Losung von Systemen kinetischer
Reaktionsgleichungen steht nicht das Problem der Transformation raumbezogener physikalischer
GroBen im Vordergrund — wie beispielsweise in der Hydrodynamik und in der allgemeinen Relativi-
tiatstheorie. Der Raum fungiert in der Kinetik homogener Reaktionssysteme nur als HilfsgroBe.
Der Reaktionsraum ist ein gedachter {Rremannscher) Vektorraum mit ebensovielen Dimensionen wie
Partnern des Reaktionssystems. Die Koordinatenachsen dieses Vektorraumes kénnen zueinander
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beliebige Neigungen besitzen, miissen aber untereinander nichtkomplanar sein. Bei einem im Punkte 0
zentrierten Koordinatensystem wird jeder Punkt des Raumes durch einen Vektor tangiert, dessen
Betrag der (i. a. hypergeometrischen) Linge der Verbindungsstrecke zwischen dem Nullpunkt und
dem Aufpunkt entspricht. Die Konzentrationswerte der Reaktionspartner werden als die MaBzahlen
der Komponenten des Vektors im Reaktionsraum angesehen. Eine Veriinderung der Zusammenset-
zung des Reaktionssystems entspricht somit der Verschiebung des Konzentrationsvektors im Reak-
tionsraum. Eine solche Verschiebung wird durch eine affine Ubertragung einer Grofie im Vektor-
raum [19] beschrieben.

Der Reaktionsraum besitzt wie jeder Vektorraum ein System von Basisvektoren ¢; und ein duales
System von Vektoren der reziproken Basis e¥. Beide Basissysteme sind vollig gleichwertig und trans-
formieren, sich kontragredient zueinander [17—19]. Die Bezeichnung des tiefgestellten Index als
»-kovariant*‘ und des hochgestellten als ,,kontravariant‘‘ ist historisch bedingt, wird aber im Anschlufy
an die Begriffsbildung der Tensoralgebra im vorliegenden Beitrag iibernommen. Da sich nun die
Mafizahlen eines Vektors kontragredient zu den Basisvektoren transformieren [17], entspricht der
normalen Basis e, des Vektorraumes ein Satz von kontravarianten MaBzahlen c¢¥ und der dualen
reziproken Basis e ein Satz von kovarianten MaBzahlen c¢;. Bei Anschlufl an die itbliche Schreib-
weise der Komponenten des Reaktionssystems mit tiefgestelltem Index ¢; hat man es dann unter
Umdeutung des Index in die Tensorsymbolik mit kovarianten GréBen zu der reziproken Basis zu
tun. Der gegeniiber der Wahl eines speziellen Basissystems invariante Konzentrationsvektor ¢
ist gegeben durch die Summe

n fi
= 2 ckek =2 cke_’ﬁ.
k=1 k=1 7

Ublicherweise wird aber auch schon der Satz der MaBzahlen ¢t oder ¢, unter stillschweigendem Ver-
zicht auf die eigentlich dazugehdrigen Basisvektoren e oder e* kurz als Vektor bezeichnet, wie dies
auch hier geschieht. Man kommt so in der Reaktionskinetik iiberhaupt ohne den Begriff der Vektor-
basis aus. Der kovariante Vektor ¢; nimmt natiirlich auf ein hier weder niher bestimmtes noch iiber-
haupt erwihntes reziprokes Basissystem e* Bezug. Das gleiche gilt auch fiir GréBen mit beliebig
vielen oberen und unteren Indizes, die allgemein als Tensoren bezeichnet werden. Der Vektor ¢,
ist in diesem Sinne ein kovarianter Tensor 1. Stufe.

Die zwischen den Vektoren die Verschiebung vermittelnden Verbindungsgrofien [19] (hier: Tber-
gangskoeffizienten) mussen entsprechend den Transformationsgesetzen [17, 18] zu den Vektoren
kontragrediente Transformationseigenschaften besitzen. Der einfachste Fall ist die lineare Trans-
formation, die durch einen Satz von VerbindungsgréBen o vermittelt wird. Die Gesamtheit aller
GroBen ;% mit den Indexwerten i, k = 1, ..., n ist ein Tensor 2. Stufg, der qualitativ einer quadrati-
schen Transformationsmatrix entspricht.

Fir die affine Ubertragung von multiplikativen Kombinationen zweier kovarianter Vektoren ¢
bendtigt man als Verbindungsgréfien Tensoren 3. Stufe 7%, In gleicher Weise kann man bis zu héhe-
ren Tensorstufen gelangen, wobei ein Charakteristikum der reaktionskinetischen Tensoren ein unterer
(kovarianter) und O bis mehrere obere (kontravariante) Indizes entsprechend der Reaktionsordnung
ist.

Die wichtigsten in der Tensordarstellung der Kinetik von Reaktionsgystemen anzuwendenden Rechen-
gesetze sind die Addition, die Multiplikation, die Verjiingung (syn.: Faltung, Kontraktion), die Uber-
schiebung und die Mischung von Tensoren.

Ber der Reaktion evngegangen: 20. 10. 1977
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