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Zusammenfassung

Es wird gezeigt, daf fiir Linienformanalysen eine anpassungsfihige Lorentz-Funktion n-ten Grades verwen-
det werden kann. Multiplikative und/oder additive Verkniipfungen von Lorentz-Funktionen kénnen wiederum
durch eine Lorentz-Funktion n-ten Grades approximiert werden. Fiir das Analyseverfahren werden geeignete
Tabellen zur Bestimmung von n mitgeteilt.

Eine Gegeniiberstellung von Werten der Voigt-Funktion und der Lorentz-Funktion n-ten Grades zeigt,
dafl die Voigt-Funktion durch die Lorentz-Funktion n-ten Grades angepaflt bzw. ersetzt werden kann. Bei
Linien mit relativ breiten Fliigeln ist n < 1; in diesem Fall kann gefolgert werden, dafl eine solche Linie aus
mehreren Komponenten zusammengesetzt ist. Riickschliisse von der im Frequenzraum makroskopisch gemes-
senen Verteilungskurve auf Art und Zahl der (statistischen) Elementarprozesse oder Wechselwirkungsakte im
Originalraum sind nicht eindeutig.

Peziome

Ilokasato, 4T0 75 anainsa GoPMH JIHHIN MOHO BOCIOIB30BATLCA IPHCIocodaIdeMolt dynrimeit
Joperna cremenn n. Cmosmsie X MHOPOKpaTRLie KoMuosuuunm @ynxnnii Jlopenna moskno omsth
anmpokcuMupoBarh Gyrkmueit Jopenua cremewn n. [Jna meroga anaimnda R OOpelefeHNs BHATCHUA
7 IPUBEEHE COOTBETCTEEHHBe TAOIMIL.

[Iporusonocrasaenye suatennii ynxmun Poxrta m dynknun Jlopenna cremenu »n mHokassiBaer,
uro Pyrrnuio QoxTa MOERO aNTPOKCHMIPOBATE WIH JlakKe 3aMeRUTh QyHKIUHeH JJopeiilia CTeNeHE %,
Jlna munuii ¢ OTHOCHUTENbNO MUPOKMMM KPHIBAMH # < 1; B 5TOM Cayuae MOMHO BARINYHTH, 9TO
TaKas JEHAA COCTOHT M3 HECKOJLKNX KOMIOHEeHTOR. BHBOJH, ¢leTanibie Ha OCHOBAHHRE MAKPOCKOIH-
YeCKH M3MePeHHOH KPUBOit pacupeelenlia B YaCTOTAOM IIPOCTPAHCTBE, G BUAE i YUCIIE BIIeMeHTAPHBIX
HPOTECCOB He ABINATCA 0JHO3HAUHLIMI.

Abstract

It will be shown how to fit the Lorentz-function of the n-th degree to profiles of spectral lines. Some
examples are given for analyzing profiles by a new method, called the “cutting-method”.

Values of the Voigt-function are compared with those of the general Lorentz-function (of the n-th degree).
It seems to be impossible to differentiate these two functions by means of experimental methods. The results of
the analysis of profiles yielding n < 1 may be due to those profiles being composed of two or more components.

Einleitung

Profile symmetrischer Spektrallinien lassen sich hiufig durch Voigt-Funktionen anpassen,
die sich durch Faltung einer Gauff-Funktion mit einer Lorentz-Funktion (ersten Grades) er-
geben. In der Arbeit [1] wurde gezeigt, dafl sich Profilfunktionen aus Produkten und/oder
Summen von allgemeinen Lorentz-Funktionen darstellen lassen:

E i ‘
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! Abstract: www.ewald-gerth.de/48abs.pdf — attached at the end of this article (page 538).
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In Gl. (1) bedeuten w die Frequenz, a, die Ubergangskoeffizienten bzw. HalbwertsgroBen und
die a;; die maximalen Werte (Scheitel) des jeweiligen Profils. Fiir hintereinander ablaufende
Stufenprozesse im Modell eines reaktionskinetischen Systems gilt der Produktausdruck

A )

i
w2
rl[(1 +(2)2)
Nachstehend soll die einfache Form Pj = y mit n gleichen Halbwertsgroflen zo5 fiir die
Darstellung von Linienprofilen verwendet werden,

y= 3)
= —

(1+ G
Diese Gleichung kann man als Lorentz-Funktion n-ten Grades bezeichnen, die fiir n =1 in die
(iibliche) Lorentz-Funktion ersten Grades und fiir n — oo in die Gauf-Funktion iibergeht;
man erhilt sie auch als Fourier-Transformierte der Poisson-Funktion [1].

Offensichtlich werden durch (3) Kurvenverldufe, d. h. Profilformen, beschrieben, die in
den Bereich der Voigt-Funktion fallen. Uberdies lassen sich aber auch fiir n < 1 Profile mit
sehr breiten Fliigeln darstellen.

Zweifellos sind die Voraussetzungen der Voigt-Funktion nicht in allen Analyseféllen erfiillt,
so daB sich eine einfacher zu handhabende Funktion (3) als praktisch erweisen kann. Im
Hinblick auf die abstrakte Modellvorstellung von im Originalraum hintereinander und ne-
beneinander ablaufenden Stufen- oder Kettenprozessen konnte der Gl. (3) [bzw. Gl. (1)] eine
weitergehende Bedeutung zukommen als nur die einer bequemen Approximations- oder Inter-
polationsformel. Die Beziehungen (1), (2) und (3) kénnen als Wahrscheinlichkeitsausdriicke
(Verteilungskurven) aufgefafit werden.

Im folgenden werden Kurvenanpassungen mit Lorentz-Funktionen n-ten Grades durch-
gefithrt, an Hand einiger Beispiele nidher erldutert und mit Werten von Voigt-Funktionen
verglichen.

1 Das Verfahren zur Linienformanalyse

Der Funktionsverlauf (3) ist fiir verschiedene n-Werte in Abb. 1 dargestellt. Die (halbe) Halb-
wertsbreite z,5 der Linie ergibt sich fiir y = 0,5, die (halbe) Zehntelwertsbreite z,, fiir
y = 0,1 usw. Bei der Analyse ist in jedem Fall der maximale y-Wert y,.. (an der Stelle
r=0)y=1.

Fiir die Kurven Nr. 1, 5 und 6 ist z,; = 1 gewdahlt, ebenso fiir die Kurvenparameter
n = 20,5 und n = 0.25. In dem gestrichelten Bereich wiirden die Voigt-Funktionen verlaufen.
In diesem Bereich liegen aber auch die Lorentz-Funktionen fiir 1 < n < oo. Oberhalb von
n =1 (fiir x > 1) verlaufen die Kurven fiir n < 1; sie weisen relativ breite Flanken auf.

Mit wachsenden n-Werten fallen die Kurven rascher ab, und der Unterschied zwischen
der Gaufs-Funktion und einer Lorentz-Funktion hohen Grades wird zunehmend geringer. Am
deutlichsten treten die Unterschiede der n-Werte in den Kurvenausldufern hervor.

Zur Ermittlung von n bestimmt man aus der experimentellen Kurve am giinstigsten x ;
und z, 5. Der Quotient ist geméf Gl. (3)

Zo,5 w—17
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529

worin n in impliziter Form enthalten ist. Man entnimmt n aus Tabelle 1, die sich bequem mit
Hilfe eines elektronischen Taschenrechners aufstellen 148t.

Tabelle 1

n Zg,1/%g.5 %o.05/%0.5 %g,01/%0.5 TH
0,10 3,126526999 - 103 1,000488642 - 10% 3,126526 999 - 10° 31,98437117
0,20 5,679589956 - 10 3,212876817 - 102 1,796 053020 - 10¢ 5,667764364
0,30 1,540061391 - 10 4,890412665 - 10 7,149990561 - 102 3,013199029
0,40 8,227462463 1,959384866 - 10 1,465384 208 + 102 2,157974571
0,50 5,744 562 648 6,153256260 - 10 5,773214000 - 10 1,732050807
0,60 4,5669766762 8,203575843 3,146704640 - 10 1,474721026
0,70 3,907167846 6,487905565 2,061080404 - 10 1,300692272
0,80 3,489331725 5,473411187 1,512245700 - 10 1,174058870
0,90 3,204827919 4,815227787 1,195512361 - 10 1,077088 426
1,00 3,000000000 4,358 898945 9,949874374 1,000000000
1,25 2,676646877 3,670696 386 7,236642144 0,860872305
1,50 2,489878152 3,292579847 5,913965812 0,766 420931
1,75 2,369050170 3,066140120 5,151032993 0,697132906
2,00 2,284775713 2,895250891 4.661321925 0,643594 253
2,25 2,222771193 2,779077 397 4,323023918 0,600657973
2,50 2,175298 081 2,691432365 4,076 5146359 0,565250308
2,75 2,137813856 2,623047422 3,889487615 0,635410962
3,00 2,107482407 2,568251 699 3,743042239 0,509824 529
3,25 2,082444 231 2,523388912 3,625437694 0,487571 826
3,50 2,061430663 2,485999620 3,529021022 0,467 988947
3,75 2,043 547149 2,454370541 3,448603 004 0,450582996
4,00 2,028145175 2,427272598 3,380547160 0,434 979 442
4,25 2,014743318 2,403801 747 3,322233047 0,420 887983
4,50 2,002976810 2,383278 547 3,271726685 0,408079 698
4,75 1,992564304 2,365182710 3,227570853 0,396371337
5,00 1,983285337 2,349109176 3,188647436 0,385614 257
5,25 1,974964768 2,334738019 3,154084760 0,375686452
5,50 1,967461 695 2,321813215 3,123193514 0,366486 728
5,75 1,960661497 2,310127496 3,095421 649 0,357930356
6,00 1,954 470006 2,299511313 3,070322006 0,349945779
6,25 1,948809108 2,289824 603 3,047 528572 0,342472098
6,50 1,943613508 2,280950710 3,026 739006 0,335457115
6,75 1,938828180 2,272791 665 3,007701375 0,328855798
7.00 1,922951152 2,265264611 2,990204 128 0,322629 066
7,25 1,930308413 2,258 298 997 2,974 068 334 0,316742812
7,560 1,926 499846 2,251 834373 2,959141633 0,311167126
7,75 1,922951152 2,245818660 2,945293 532 0,305875643
8,00 1,919636636 2,240206 741 2,932411 588 0,300845032
8,25 1,916 533889 2,234959352 2,920398 437 0,296 054 551
8,50 1,913623241 2,230042117 2,909169292 0,291485701
8,75 1,910887425 2,225424 895 2,808 650083 0,287121911
9,00 1,908311152 2,221 081070 2,888775722 0,282948 297
10,00 1,899351690 2,206005 948 2,854672772 0,267 905 698
20,00 1,860121373 2,140577023 2,709666 624 0,187789574
30,00 1,847431442 2,119617 441 2,664259514 0,152885225
40,00 1,841157498 2,109292 456 2,642079438 0,132210786
50,00 1,837415643 2,103 146403 2,628935716 0,118150243
100,00 1,829 982 347 2,090963 521 2,603 012726 0,083399940
oo Vin 10/in 2 Yin 207in 2 YinT00] n 2

= 1,822615729

= 2,078924745

= 2,677567883
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Der Exponent n kann auch durch numerische Inversion der Gl. (4) iterativ nach dem New-
tonschen Naherungsverfahren bestimmt werden. Fiir n — oo ergibt sich

Zo1/Tos = y/In 10/In 2. (5)

Als Kriterium dafiir, dafl exakt eine Lorentz-Funktion n-ten Grades vorliegt, verwendet man
weitere Quotienten gemifl Gl. (4), um festzustellen, ob n = const ist. Verfiigt man beispiels-
weise in den Kurvenausldufen noch iiber die Werte z,0; und x,0,, so bestimmt man die

Quotienten
Toos | V20—1 (6)
Zo,s5 {75 -1

bzw.

‘IEO,OI _ n\/ 100 - ].
Lo5 W -1

und entnimmt die zugehorigen n-Werte den Spalten 3 und 4 der Tabelle 1.

(7)

Im Hinblick auf Gl. (5) findet man nunmehr fiir n — oo

1’071/1'075 == 1/ ln 20/1H 2 (8)
$071/$075 — 1/ hl 100/1H 2. (9)

Im Fall, daf3 n nicht konstant ist, kann man fiir die Kurvenanpassung geméf (4) erforder-
lichenfalls n etwas variieren, was ebenfalls mit einem elektronischen Taschenrechner bequem
durchzufiihren ist.

Mit diesem Verfahren der Linienprofil-Analyse kann man also rasch entscheiden, ob ein
Gaufs- oder Lorentz-Profil ersten Grades vorliegt: Man mifit die (halbe) Zehntelwertsbreite
sowie die (halbe) Halbwertsbreite. Ergibt daraus der Quotient den Wert 1,8226... , so handelt
es sich um ein Gauf-Profil; fiir den Quotienten 3,0000... folgt n = 1, also das iibliche Lorentz-
Profil (Tab. 1, Spalte 2).

In der gleichen Weise fithrt der Quotient xo5/z05 = 2,0789 auf ein Gauff-Profil und
Toos/Tos = 4.3589 auf ein Lorentz-Profil ersten Grades. Messungen der (halben) Hundert-
stelwertsbreite ergeben — ins Verhéltnis zur (halben) Halbwertsbreite gesetzt — bei der Gauf-
Kurve den Quotienten 2,5776... und bei der Lorentz-Kurve ersten Grades 6,2449... (s. Tab.
1, Spalte 3 bzw. 4).

Die Spalten Nr. 2, 3, 4 der Tabelle 1 werden simultan angewendet, um zu entitheiden,
ob ein Profil durch einen einheitlichen n-Wert darstellbar ist. In diesem Fall mifit man stets
die drei Breiten ., 2005 und x4 — auflerdem x, 5. Ist n dann fiir alle drei Quotienten (4).
(6) und (7) gleich, so liegt exakt eine Lorentz-Funktion des Grades n vor. Selbstversténdlich
kann der n-Wert bei diesen Lorentz-Funktionen auch durch Quotienten anderer Halbbreiten
(z. B. ®os/T02) bestimmt werden, wofiir man dann weitere Spalten in Art von 2. 3 oder 4
berechnet.

Das Analyseverfahren wird noch durch folgende Beispiele erlautert. Messungen am Profil
ergeben z,, = 2,0796 und z,; = 0,9102. Fiir den Quotienten z5/x¢5 = 2, 2848 entnimmt

man aus der Spalte 2 der Tabelle 1 den Wert n = 2 und aus Spalte 5 xy,,, = 1/ Y2 —1, also
Tuzy = 0,6436. Damit ergibt sich fiir die Lorentz-Funktion

bzw. in bezug auf (7)
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y=[1+ (z-24/205)% "
also y = [1 +0,50002%] 2
Es liegt exakt eine Lorentz-Funktion zweiten Grades vor, da die Quotienten xggs/xo; =
2,89525 und x 0, /05 = 4,66132 jeweils auf denselben Wert n = 2 fiihren.

2 Approximation allgemeiner Lorentz-Funktionen
durch Lorentz-Funktionen n-ten Grades

Wenn sich fiir die verschiedenen Quotienten (4), (6) oder (7) unterschiedliche n-Werte erge-
ben, so kann dieser Sachverhalt darauf hindeuten, daf3 an Stelle der Lorentz-Funktion n-ten
Grades (3) eine allgemeine Lorentz-Funktion (2) oder (1) vorausgesetzt werden muf. In der
nachstehenden Tabelle 2 werden Beispiele angeben, wonach Produktfunktionen (2) in be-
friedigender Weise mit Hilfe von (3) approximiert werden kénnen; hierbei ergeben sich im
allgemeinen gebrochene n-Werte. Es gilt also
1 1

filre ] 7T
=1
wobei z, den Quotienten der (halben) Halbbreite zy fiir den betreffenden n-Wert und der
Halbbreite der Produktfunktion x5 bedeutet,

T, = Tu/Tos. (11)
Es 148t sich zeigen, daf fiir die Grenzlagen /oo — 0 und /o — oo ein Produkt von Lorentz-
Funktionen wieder eine Lorentz-Funktion ergibt. Das Ubergangsgebiet wird durch mittlere
Werte von n und « approximiert.

y = (10)

Tabelle 2

Nr. Produktfunktion Approx.. Lorentz-Funktion n-ten Grades
1 [(1 + 2%) (1 4 4x)]L [1 + (1,6829x)21-L.7

2 [(1 + %) (1 + a2/4)]1 [1 + (0,8299x)2] 1.7

3 [+ 25 (1 + 27/2) (1 + 2*/4) (1 + 2*[8)]! [1 + (0,7861x)%]-3

4 [(1+a?) (1 + 222 (1 - 4a2) (1 + 82%)] + (2,22332)2]3

5 (L + 232 (1 + 42?1 [1 (1,7 183 2)2]~8.35

6 (1 + 232 (1 4 «?/4)211 [1 4+ (0,8584x)%]-3.35

Aus den Beispielen Nr. 3 und Nr. 4 der Tabelle 2 ist ersichtlich, dafl man bei der Analyse von
Leistungskurven im Falle elektronischer Tiefpésse [1] auf das Vorhandensein dreier gleichar-
tiger hintereinandergeschalteter Tiefpésse schlieflen wiirde, obgleich realiter vier verschiedene
Tiefpésse vorliegen. Das gilt auch analog fiir die Beispiele Nr. 5 und Nr. 6 der Tabelle 2

Es ist also angezeigt, mit grofiter Vorsicht und mit gréfiten Vorbehalten aus Messungen
makroskopischer Verteilungskurven (Intensitéten) Riickschliisse auf die mikrophysikalischen
Vorgénge zu ziehen und Aussagen iiber die Einzelprozesse oder iiber Zahl und Art von Wech-
selwirkungen machen zu wollen. Derartige Aussagen verstehen sich selbstverstéindlich allein
innerhalb der Giiltigkeitsgrenzen des zugrunde gelegten Modells (und der jeweiligen MeBge-
nauigkeit), wobei die Meflergebnisse durchaus nicht mit Sicherheit das vorausgesetzte Modell
bestétigen kénnen. So konnen beispielsweise Meergebnisse eo ipso sowohl mit dem einen
( Voigt-Funktion) also auch mit dem anderen Modell, das zur allgemeinen Lorentz-Funktion
fiihrt, iibereinstimmen.
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3 Additive und multiplikative Zusammensetzung
von Lorentz-Funktionen

Praktische Analysen von Linienformen sowohl bei optischen Spektrallinien [2] als auch bei
Kernresonanzspektren [3] fithren auch zu Werten n < 1. Dieser Sachverhalt kann darauf hin-
deuten, dafi sich in diesem Fall zwei oder mehrere Komponenten additiv zu der resultierenden
MeBkurve zusammensetzen. Das gilt fiir Komponenten gleicher sowie ungleicher maximaler
y-Werte. In der nachstehenden Tabelle 3 sind einige Beispiele fiir n < 1 aufgefiihrt.

Tabelle 3
Nr. Summenfunktion APPTO%, Lorentz-Funktion n-ten Grades
1 (L) (3 4y [1+ (1,52742)2]09
2 (14 a1+ (1 4+ «3/4) [1 -+ (0,82732)%2]-0.8
3 (1 4 a®-1 4+ (1 4 162%-1 [1 -+ (2,7603x)2]-0.65
4 (T 4+ &)1+ (1 + «?/16)-L [1 + (0,6901x)2]~-0.65
5 (1 4+ 28! + (1 + 2231+ (1 -+ 3231 4 (1 -+ 42%)~1 [l + (1,59422)2]-0%L
6 (14 «2)=1 + (1 4+ 22/4)~1 + (1 4 «?¥/16)-L [1 -+ (0,5174x)2]-0.61
4 (1 4 2264) L

Die Analysen der Summenfunktionen ergeben, dafl eine solche Funktion nur durch einen
mittleren n-Wert (sowie eine mittlere Halbwertsbreite) angenéhert werden kann. Beispielswei-
se liefert die Analyse fiir die Summenfunktion Nr. 5 (Tabelle 3) geméfi den Quotienten der Gl.
(4), (6) und (7) die n-Werte 0,91, 0,94 und 0,96. Im allgemeinen ist dem n-Wert fiir x,, /x5
der Vorzug zu geben, da z,; oder x,,, — wenn iiberhaupt — mit geringerer Genauigkeit aus
den Meflkurven zu entnehmen sind.

Die Superposition von Lorentz-Funktionen n-ten Grades unterschiedlicher ,,,.-Werte
kann ebenfalls durch eine resultierende Lorentz-Funktion approximiert werden. Hierbei er-
gibt sich, da3 dadurch im allgemeinen die resultierende Halbwertsbreite und der resultierende
n-Wert verédndert werden. Das zeigt beispielsweise der Vergleich von

(14 22)71 +0,2(1 4 422)~1 2werexy 1 4 (1,342)2] %
mit dem Beispiel 1 in der Tabelle 3.

Verkniipft man additiv die Beispielfunktionen Nr. 3 und Nr. 5 der Tabelle 2 mit der
Funktion Nr. 6 der Tabelle 3. so erhélt man

y = [1+(3,31272)% 704, (12)
Dieser Ausdruck (12) steht niherungsweise fiir 12 Lorentz-Funktionen y (12). Den Werten

y (12) werden die gem#f Gl. (12) errechneten Werte in der nachstehenden Tabelle 4 ge-
geniibergestelit. -

Tabelle 4
a 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,656143 0,7
4{12) 0,9624 0,8703 0,7633 0,6673 0,56895 0,5272 0,5000 0,4768
Yy 0,9592 0,8645 0,7597 0,6666 0,56899 0,5274 0,5000 0,4766
x 1,0 2,0 14,8565 9,0550
y(12) 0,3708 0,2225 0,1000 0,0500
y 0,3704 0,2183 0,1082 0,0658
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Fiir bessere Anpassungen kommen Verfahren zur nichtlinearen Approximation [4] in Frage;
in diesem Fall werden dann Rechenprogramme eingesetzt, z. B. [5].

Innerhalb der Zeichen- und MeBgenauigkeit stimmen die ,,Mefiwerte“ y (12) mit den
approximierten y-Werten des extremen Beispiels (Tabelle 4) gut iiberein. Diese Kompositi-
on aus 12 Lorentz-Funktionen zeigt, dafl multiplikative und additive Verkniipfungen — ana-
log der Zusammensetzung aus Sowohl-als-auch- und Entweder-oder-Wahrscheinlichkeiten —
zu Verbreiterungen glockenférmiger Kurven fithren, die — approximativ — Linienprofile dar-
stellen kénnen. Das abstrakte Modell eines Systems in Art kinetischer Reaktionsablaufe
und die damit verbundenen Wahrscheinlichkeitsausdriicke fiir statistische Verteilungskurven
eroffnen moglicherweise eine allgemeinere Anwendbarkeit und Anpassungsfahigkeit als die
Voigt-Funktion, die sich aus der Faltung der Gauf-Funktion und der Lorentz-Funktion er-
sten Grades ergibt. Solche Faltungen kénnen auch mit Hilfe allgemeiner Lorentz-Funktionen
oder Lorentz-Funktionen n-ten Grades durchgefiihrt werden.

4 Beispiele fiir Linienformanalysen

Im allgemeinen ist nicht bekannt, aus wieviel Lorentz-Faktoren oder/und Lorentz-Summanden
eine resultierende Meflkurve zusammengesetzt ist, so dafi fiir Zwecke der Approximation eine
Lorentz-Funktion n-ten Grades fiir die nachstehenden Analysebeispiele vorausgesetzt werden
soll.

Von historischem Interesse sei zunichst die Analyse der roten Lithium-Linie und der
beiden gelben Natrium-Linien von W. VOIGT [6]. VOIGT fand, dafl die MeBkurven zwischen
den Grenzfillen der Gauf$- und der Lorentz-Kurve (ersten Grades) liegen. Er approximierte
die Meflkurven durch folgende Beziehung:

arctana/x? — b
= . 13
Y arctana — b (13)

VoIGT bemerkt zu diesem Ausdruck: ,,Derselbe bietet natiirlich durch die drei in ihm
auftretenden Parameter von vornherein mehr Hilfsmittel zur Darstellung der Erfahrung. Ich
habe fiir die drei Kurven in den Tafeln diese Parameter durch Probieren bestimmt ... “

Fiir die rote Li-Linie gibt VOIGT die Parameter a = 143, b = 65 an, fiir Na-D; findet er
a = 36, b = 26 und fiir Na-Ds schliellich ¢ = 48, b = 32.

Bei der Voigtschen Kurvenanpassung fillt auf, dal die Mekurven fiir Werte bis etwa x4
gut wiedergegeben werden, dafl aber zu den weiteren Fliigelauslaufern die Meflkurve rascher
abfillt als die Anpassungskurve (13). Aus der nachstehenden Tabelle 5 ist ersichtlich, dafl
die Lorentz-Funktion n-ten Grades, die als Anpassung an die Voigt-Funktion speziell fiir den
n-Wert aus x,,/x, 5 gewahlt wurde, ebenfalls fiir grofle z-Werte rascher abklingt; damit liegt
es nahe, eine Lorentz-Funktion n-ten Grades fiir die drei klassischen Linienanpassungen zu
bestimmen.

Als Darstellung geméfi Gl. (10) findet man
fiir die rote Li-Linie n = 3,3 und z, = 0,336,
fiir die D;-Linie (Na) n = 2,4 und x, = 0,681,
fiir die Do-Linie (Na) n = 2,5 und x, = 0,581.

Von G. ELSTE [2] wurde das Profil der He-D3-Linie (A = 5876A4) durch Voigt-Funktionen
approximiert. Das in der Arbeit von ELSTE wiedergegebene Profil kann hinreichend genau
auch mit einer Lorentz-Funktion n-ten Grades dargestellt werden:

y = [1 - (0,00689z)?] %5, wobei  fiir AX (in mA) steht.
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Tabelle 5
Voigt-Profile und Lorentz-Funktion #-ten Grades

Reduzierte Ordinate (y = 1 fiir 2 = 0)

Bl Bufh Byh m 0,9 0.8 0,7 0,6 0,4 0,3 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01
=" Reduzierte Linienbreite (zg.5; = 1)

0,00 0,60 0,000 0,57 0,72 0,86 1,15 1,32 1,52 1,82 2,08 2,38 2,58

oo 0,3899 0,5674 0,7173 0,8585 1,1498 1,3179 1,5238 1,8226 2,0789 2,3757 2,5776

0,04 0,59 0,025 0,56 0,72 0,86 1,15 1,33 1,53 1,84 2,12 2,49 2,82

42,63  0,3885 0,5658 0,7159 0,8575 1,1513 1,3219 1,5320 1,8400 2,1074 2,4214 2,6380

0,09 0,57 0,050 0,56 0,71 0,86 1,15 1,33 1,54 1,87 2,19 2,63 3,13

15,92  0,3863 0,5632 0,7135 0,8560 1,1533 1,3287 1,5461 1,8700 2,1570 2,5019 2,7455

E 0,3875 0,5647 0,7148 0,8568 1,1526 1,3264 1,5434 1,8737 2,1863 3,115

0,14 0,55 0,075 0,56 0,71 0,86 1,16 1,33 1,56 1,90 2,25 2,79 3,56

9,92  0,3841 0,5607 0,7112 0,8545 1,1563 1,3353 1,5601 1,9000 2,2071 2,5845 2,8571

0,19 0,54 0,100 0,56 0,71 0,86 1,16 1,34 1,57 1,94 2,34 3,00 4,08

6,69 0,3813 0,5674 0,7083 0,8525 1,1596 1,3440 1,5784 1,9400 2,2748 2,6980 3,0124

E 0,3850 0,5614 0,7117 0,8546 1,1560 1,3361 1,5665 1,9371 2,3302 4,044

0,24 0,52 0,125 0,56 0,71 0,86 1,17 1,34 1,59 1,98 2,42 3,24 4,58

5,095 0,3787 0,5543 0,7054 0,8507 1,1627 1,3524 1,5966 1,9800 2,3434 2,8152 3,1750

0,30 0,50 0,150 0,55 0,71 0,85 1,17 1,35 1,60 2,02 2,54 3,52 5,05

4,15 0,3761 0,5513 0,7026 0,8489 1,1658 1,3607 1,6144 2,0200 2,4130 2,9362 3,3450

0,36 0,48 0,175 0,55 0,70 0,85 1,17 1,36 1,62 2,06 2,64 3,80 5,50

3,52 0,3736 0,5484 0,7000 0,8471 1,1688 1,3689 1,6321 2,0600 2,4835 3,0608 3,56225

0,43 0,46 0,200 0,55 0,70 0,85 1,18 1,37 1,64 2,10 2,75 4,14 5,96

3,07 0,3713 0,5456 0,6974 0,8454 1,1718 1,3769 1,6495 2,1000 2,5548 3,1891 3,7076

B 0,3785 0,5538 0,7039 0,8497 1,1650 1,3618 1,6284 2,1167 2,7617 5,716

0,51 0,44 0,225 0,54 0,70 0,85 1,18 1,38 1,66 2,15 2,87 4,44 6,40

2,663 0,3684 0,5422 0,6943 0,8433 1,1753 1,3866 1,6710 2,1500 2,6452 3,3545 3,9496

0,59 0,42 0,250 0,54 0,70 0,84 1,18 1,39 1,68 2,19 2,98 4,73 6,78

2,416 0,3663 0,5396 0,6919 0,8418 1,1781 1,3943 1,6880 2,1900 2,7185 3,4909 4,1517

0,69 0,40 0,275 0,53 0,69 0,84 1,19 1,40 1,71 2,24 3,12 5,03 7,15

2,173 0,3663 0,56365 0,6890 0,8398 1,1815 1,4037 1,7089 2,2400 2,8112 3,6665 4,4152

0,79 0,38 0,300 0,53 0,69 0,84 1,19 1,41 1,74 2,29 3,26 5,32 7,52

1,982 0,3611 0,5335 0,6862 0,8380 1,1848 1,4129 1,7296 2,2900 2,9051 3,8476 4,6907

0,3702 0,5437 0,6940 0,8434 1,1779 1,4006 1,7191 2,3751 3,2876 7,223

0,92 0,35 0,325 0,53 0,68 0,84 1,19 1,42 1,77 2,34 3,39 5,57 7,86

1827 0,3587 0,5306 0,6836 0,8362 1,1880 1,4219 1,7500 2,3400 3,0003 4,0342 4,9783

1,07 0,33 0,350 0,52 0,68 0,84 1,20 1,44 1,81 2,40 3,54 5,83 8,21

1,676 0,3559 0,6273 0,6804 0,8341 1,1918 1,4325 1,7742 2,4000 3,1161 4,2654 5,3396

1,26 0,33 0,375 452 0,68 0,83 1,20 1,45 1,85 s 3,70 07 8,55

1,553 0,3533 0,5241 0,6775 0,8321 1,1955 1,4428 1,7981 2,4600 3,2335 4,5044 5,7186

1,50 0,27 0,400 0,52 0,67 0,83 1,21 1,47 1,88 2,54 3,85 6,30 8,86

1,4205 0,3498 0,56200 0,6736 0,8295 1,2002 1,4563 1,8294 2,5400 3,3926 4,8352 6,2517

E 0,3574 0,5283 0,6803 0,8337 1,1968 1,4548 1,8472 2,6793 3,8273 8,628

D/v 0,35782  0,52879 0,68099 0,83376 1,19589 1,45137 1,84219 2,67030 3,81151 6,05566 8,5768

1,83 0,23 0,425 0,51 0,67 0,83 1,21 1,48 1,92 2,64 4,00 6,55 9,18

1,2903 0,3459 0,5152 0,6691 0,8264 1,2059 1,4726 1,8678 2,6400 3,5953 5,2678 6,9632

2,38 0,19 0,450 0,51 0,66 0,82 1,22 1,50 1,96 2,74 4,13 6,76 9,50

1,1877 0,3421 0,5107 0,6648 0,8235 1,2114 1,4885 1,9054 2,7400 3,8023 5,7217 7,7255

E 0,3476 0,5165 0,6700 0,8263 1,2097 1,4889 1,9219 2,8395 4,0946 9,298

3,54 0,13 0475 0,51 0,66 0,82 1,22 1,562 1,98 2,87 4,25 6,92 9,77

1,0827 0,3376 0,5052 0,6596 0,8199 1,2182 1,5084 1,9532 2,8700 4,0773 6,3432 8,7935

[e] 0,00 0,500 0,50 0,66 0,82 1,22 1,53 2,00 3,00 4,36 7,00 9,95

1,000 0,3333 0,5000 0,6547 0,8165 1,2247 1,6275 2,000 3,0000 4,3589 7,0000 9,9499

0,75 0,3150 0,4775 0,6330 0,8014 1,2548 1,6181 2,2288 3,6766 5,9219 10,9791 17,4568

0,50 0,2796 0,4330 0,5890 0,7698 1,3229 1,8359 2,8284 5,7946 11,5326 28,8617 57,7321

0,40 0,2544 0,4005 0,5559 0,7452 1,3811 2,0350 3,4336 8,2275 19,5838 61,6104 146,5384

0,30 0,2153 0,3487 0,5015 0,7032 1,4918 2,4461 4,8407 15,4006 48,9041  225,2104 714,9991

0,20 0,1496 0,2573 0,3996 0,6185 1,7658 3,6390 10,0386 56,7959 321,2877 3175,0032 17960,5302

Das von ELSTE in

derselben Abbildung angegebene entzerrte Profil 148t sich ebenfalls
durch eine Lorentz-Funktion n-ten Grades darstellen:

y = [1 + (0,3699x)%] Y.

Des weiteren findet ELSTE [2], da8 sich die Krypton-Linie (A = 5872A durch die Summe

zweier Voigt-Funktionen approximieren 1afit. Gemafi dem weiter oben angegebenen Analyse-
verfahren, findet man einen n-Wert, der kleiner als 1 ist: n = 0,8. Dieser Sachverhalt kann
darauf hindeuten, daf} sich das Profil aus einer Summe von Lorentz-Funktionen zusammen-
setzen l:iBt. Dieses Profil kann durch y = [1+ (0, 0487x)%] %8 dargestellt werden; hierbei steht

x wiederum fiir A\, das im vorliegenden Fall in mA gemessen wird.
Auf einen n-Wert, der kleiner als 1 ist, fithrt auch die Analyse eines Kernresonanzsignals

(NMR) [3]. Die Tatsache, da8 fir x,,/z,5 n = 0,65 ist. legt den Schlufl nahe, dafl es sich auch
in diesem Fall um eine additive Zusammensetzung von Lorentz-Funktionen handeln kann.
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Das abstrakt aufzufassende Modell von Stufen- oder/und Verzweigungsprozessen im Ori-
ginalraum scheint auch geeignet fiir die Darstellung von Stufenprozessen bei Streuvorgingen
(z.B. Mehrfachstreuung) oder fiir die Streuung von Licht an statistischen thermischen Dich-
teschwankungen in Fliissigkeiten, der sog. Brillouin-Streuung. Es ist deshalb naheliegend,
auch Brillouin-Linienprofile durch die Lorentz-Funktion n-ten Grades darzustellen, da fiir
die zu iiberlagernden Linien nicht immer das {ibliche Lorentz-Profil der Funktion ersten Gra-
des als gegeben vorausgesetzt werden darf. So wurde bei experimentellen und theoretischen
Untersuchungen an Tetrachlorkohlenstoff festgestellt, dafl die Brillouin-Komponenten keine
Lorentz-Form (ersten Grades) haben [7].

5 Approximation bzw. Ersatz von Voigt-Funktionen
durch Lorentz-Funktionen n-ten Grades

Die vorstehende Tabelle 5 bringt einen Vergleich zwischen den Werten der Voigt-Funktion
und der mit einem geeigneten n-Wert jeweils angepafiten Lorentz-Funktion n-ten Grades. In
den ersten drei Spalten und den zugehorigen Zeilen sind die Zahlenwerte angegeben, die bei
UNSOLD [8] zu finden sind. In der jeweils darunter stehenden Zeile sind die fiir den passenden
n-Wert (Spalte 4) berechneten Werte der Lorentz-Funktion (incl. fiir y = 0,9) aufgefiihrt. In
den mit E gekennzeichneten Zeilen sind zum weiteren Vergleich die von ELSTE [2] berechneten
Funktionswerte angegeben, die fiir y = 0,2 dort nicht berechnet sind.

Diese Tabelle 5 kann fiir n < 1 erginzt werden. Die Ubereinstimmung der Unsdld-
Tabellenwerte von y = 0,9 bis y = 0,1 mit denen einer Lorentz-Funktion n-ten Grades ist
bemerkenswert. Selbstversténdlich 148t sich eine bessere Anpassung auch fiir y < 0,1 vorneh-
men; allerdings stehen hier mitunter keine Melwerte oder aber nur Mefiwerte mit geringerer
Genauigkeit zur Verfiigung.

Fiir den Wert n = (31/f2 = 1,50 ist zum Vergleich noch eine Zeile D/V eingefiigt. Es
handelt sich hier um Werte, die von DAVIES und VAUGHAN [9] fiir Voigt-Profile berechnet
wurden. Man erkennt deutliche Abweichungen gegeniiber den eine Zeile dariiber stehenden
Werten von ELSTE [2].

In der graphischen Darstellung (Abb. 1) ist die Kurve 5 der Lorentz-Funktion 4. Grades
von der Voigt-Funktion n = 0,30 (Tabelle 5) kaum zu unterscheiden. Ebenso kann man die
Kurve 2 der Abb. 1 durch ein Voigt-Funktionsprofil mit n = 0.79 (Tabelle 5) — und umgekehrt
— ersetzen.

1 @ n=1 n=2
Y B @ n-4 @n-8
X1/2=VV?“1 i Aug \/W’T
® Kurve fur xy,=Tund n=4
YL
A ® GauB-Kurve fiir xy,=1(vgl. @)
D Gau-Kurve fir xy,-03(vgl.®)
¥ 1 1 [\\
' 020406081 2 4
Abb. 1 X —
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Auf einen Vergleich mit weiteren Tabellen wird verzichtet, da hierzu Interpolationen not-
wendig wiren: Die Tabellen von F. HJERTING [10], V. A. AMBARZUMJAN [11], G. D. FINN
und MUGGLESTONE [12] sowie die 8stelligen Tafeln von D. G. HUMMER [13] bringen die zu
vorgegebenen z-Werten gehorenden y-Werte, wihrend in der obigen Tabelle 5 —in Anlehnung
an UNSOLD [8] — die reduzierten y-Koordinaten vorgegeben sind.

Vergleicht man die Ordinatendifferenzen zwischen der Voigt-Funktion und der Lorentz-
Funktion n-ten Grades fiir die reduzierten Ordinaten 0,05, 0,02 und 0.01 in der Tabelle 5, so
bleiben sie unter 1,6%. Dieser Unterschied verringert sich, wenn die n-Werte etwas kleiner
gew#hlt werden, wenn sie also auf x5/ oder g4, /xo5 bezogen werden. In der Praxis
werden aber die Ordinatenwerte fiir x,,; oder fiir x,,, relativ seltener oder zu ungenau
bestimmt, so dafl x,, der iibliche Bezugspunkt ist.

Es sei noch bemerkt, dafi auch die beim Voigt-Profil vorausgesetzte Dopplerbreite — gemaf
einer Mazwell- bzw. Gauf$-Verteilung — nicht immer gew#hrleistet ist. So haben A. V. ELETZ-
K1J und B. G. FREINKMAN [14] festgestellt, daf in Entladungen u. U. eine erhebliche Abwei-
chung von einer Maxwellverteilung besteht, was eine Abweichung der Spektrallinienform von
der allgemein angenommenen Doppler-Linienform bedingt.

Die Genauigkeit der Anpassung von Meflkurven und der daraus zu berechnenden Grofien
héngt insbesondere von der experimentellen Mefigenauigkeit ab. Gréfiere Schwierigkeiten be-
reitet dabei der Ubergang zum Kontinuum bei Absorptionslinien. Hierdurch kénnen die Halb-
wertsbreiten zu klein bestimmt werden. Betrachtet man beispielsweise in Abb. 1 das Profil fiir
n = 0,25, so kann man — ohne Kenntnis des Nullniveaus — das Kontinuum fiir x — oo etwa
bei 0,2 = y legen. Das aber fithrt zu einer fehlerhaften Bestimmung der Halbwertsbreite und
damit zu einem grofleren n-Wert, ndmlich zu = 0,67. In dhnlicher Weise wiirde man fiir das
Profil mit n = 0.5 — bei einem angenommenen Untergrund bei y = 0,1 — einen Wert n = 0, 85
bestimmen. Es ist nicht ausgeschlossen, dafi mitunter auf diese Weise zu hohe n-Werte be-
stimmt werden kénnen. Erhélt man z. B. bei dieser fehlerhaften Bestimmung des Rauschens
(Ymax also zu klein) einen Wert n = 1, so liegt eben keine reine Lorentz-Linie vor, sondern
moglicherweise ein Profil, das sich additiv aus mehreren Komponenten zusammensetzen kann;
in diesem Fall ist ndmlich der resultierende (mittlere) n-Wert kleiner als Eins.
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Representation of spectral line profiles
by means of the Lorentz-function of n-th degree

Horst Melcher! and Ewald Gerth?
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Zusammenfassung

It will be shown how to fit the Lorentz-function of n-th degree to profiles of the spectral
lines. Some examples are given for analyzing profiles by a new method, called the “cutting-
method”. Values of the Voigt-function are compared with those of the general Lorentz-
function (of n-th degree). It seems to be impossible to differentiate these two functions
by means of experimental methods. The results of the analysis of profiles yielding n < 1
may be due to those profiles being composed of two or more components.
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