Experimentelle Technik der Physik 25 (1977) 6, 521-525

Ein heuristisches Modell fiir Linienprofile!

JBpHETHYECKAA MOJEND A NPoPuIeii CUeKTPAILHBIX JHHHI

A Heuristic Model for Spectral-Line-Profiles

Von H. MELCHER und E. GERTH, Potsdam

Eingegangen am 7. 4. 1977

Zusammenfassung

Die Fourier-Transformation einer Poisson-Verteilung ergibt eine Verteilungsfunktion, die man als Lorentz-
Funktion n-ten Grades bezeichnen kann; sie ist zur Darstellung von symmetrischen Linienprofilen geeignet.
Diese Funktion umfafit die Grenzfille der Gaufl-Funktion und der Lorentz-Funktion ersten Grades. Mit ihr las-
sen sich Voigt-Funktionen approximieren bzw. ersetzen. Eine allgemeine Lorentz-Funktion — ein multiplikativer
und additiver Ausdruck — ergibt sich auch fiir Leistungsiibertragungen bei Netzen elektronischer Tiefpésse, so
daf ein abstraktes Modell eines solchen Netzwerkes (oder eines kinetischen Reaktionssystems) den Vorgéngen
im Originalraum zugrunde gelegt werden kann, die zu den statistischen Verteilungen im Frequenzraum fiihren.

Peziome

lIpeoGpasosanne @ypne pacmpegedennsa Ilyaccona gaér QyHKIUBD paclpeneremis, KOTOpPYI0
MOMHO 1a3BaTh Qynkuneit Jopenna crenemt n. Ona IpHTOAHA 1A IPEICTABIENHS CHMMETPUTHEX
upoduueil nunuii. Sra GynrmuA Bakmouaer B cede npegeabase cayyan dyurimnii Tayeca n Jopenma
g)epnoii crement. C moMoWb 2TOH GYHKIIA MOMHO ANIPOKCHMHPOBATL WK 3aMeHNTL (YHKHHI
0XTa.

Obmee mpexcraprenne dynxunn Jlopenna Moidydaercs It AT Mepefadit MOLIMOCTH B CETAX SJeK-
TPOHHHX (QUIBTPOB HIMKHHIX YaCTOT, TRK YTO a0CTPAKTHAT Mojedb TAKOH ceTH (INIH RMIreTHdecKoil
CHCTEMB PEAKIN) MOKET OHTh MOJ0KeHa B 0CHOBY IPOLECCOB B HaYAIbIIOM IOCTPATICTRe (YHKIII,
OTPAKAIINUXCA B MOCTPANCTBE YACTOTH KaK CILEKTPaJdbHEE DACIPeNelenns.

Abstract

By means of the Fourier-transformation for the statistical Poisson-distribution a function y(x) is obtained,
which is called in this paper Lorentz-function of the n-th degree: y = (1 4+ z2)™™.

Special cases such as n = 1 and n — oo, resp. are used for representing types of spectral lines: the
Lorentz- or dispersion-type and the Gauss-type, resp. Up to now the region between these two types has been
represented by the so-called Voigt-function. The new general Lorentz-function is suitable for approximating
or replacing the complicated Voigt-function.

The general Lorentz-function is based upon an abstract model which is valid for processes in kinetic
systems or in electronic networks.

Einleitung

Fiir Linienprofiluntersuchungen wird héufig die Voigt-Funktion verwendet, die aus der
Faltung einer Lorentz- und einer Gaufi-Funktion entsteht. Hierbei sind nicht immer die spe-
ziellen Voraussetzungen eines Dispersions- und eines Dopplerprofils erfiillt. Es werden nach-
stehend eine allgemeine Lorentz-Funktion (19) und eine Lorentz-Funktion n-ten Grades (11)
definiert, die geeignet sind, den Bereich der Voigt-Funktion, der zwischen den Grenzlagen des
Lorentz- und Gauf$-Profils liegt, zu erfassen und dariiber hinaus auch noch relativ breitere Li-
nienfliigel darzustellen. Diese Funktionen ergeben sich auf der Grundlage einer Modellvorstel-
lung, wonach stufen- oder kettenformige Prozesse reaktionskinetischer Art im Originalraum
zu Linienprofilen im Frequenzraum fiihren.

! Abstract: www.ewald-gerth.de/47abs.pdf — attached at the end of this article (page 527).
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FEin solches heuristisches Modell ist auch den Untersuchungen iiber Leistungsfaktoren elek-
tronischer Filter (Hoch- und Tiefpésse) addquat, wobei man durch Fourier-Transformation
zur allgemeinen Lorentz-Funktion gelangt. Durch Fourier-Transformation der Poisson-Funk-
tion der Besetzungszahl z ergibt sich ein als Lorentz-Funktion des Grades n = z + 1 zu be-
zeichnender Ausdruck, der als Grenzfille fiir n = 1 die Lorentz-Funktion ersten Grades und
fir n — oo die Gauf-Funktion umfafit; die Werte n < 1 fithren auf Typen relativ breiter
Linienfliigel. Mit Hilfe der Lorentz-Funktion n-ten Grades kénnen Voigt-Profile approximiert
bzw. ersetzt und weitere Faltungen ausgefiihrt werden.

1 Allgemeine Lorentz-Funktion
bei elektronischen Tief- und Hochpéissen

1

= 1422 M
dient nicht nur zur Berechnung von Spektrallinienprofilen, sondern spielt auch in vielfiltiger
Weise bei anderen physikalischen Aufgabenstellungen eine grofie Rolle, z. B. im Falle der
Resonanz bei erzwungenen mechanischen Schwingungen, bei Leistungsiibertragungen durch
elektronische Tiefpésse, bei der Breit- Wigner-Beziehung fiir Wirkungsquerschnitte, bei der
Depolarisation der Resonanzfluoreszenz als Funktion der Magnetfeldstéirke (Hanle-Effekt)
und — in Analogie zur Voigt-Funktion — bei der Sechs-Faktoren-Formel in der Reaktortheorie.
Den Leistungsfaktor eines elektronischen Tiefpasses beschreibt eine Lorentz-Funktion vom
Typ (1) o 1 1 @
LT 1+ WRrC? N (%)2

Die Lorentz-Funktion

hierin bedeuten w die Kreisfrequenz, R den Widerstand und C' die Kapazitit sowie « = 1/RC
die Halbwertskreisfrequenz.

Die Frequenzfunktion (2) des Leistungsfaktors folgt durch Fourier-Transformation aus
der Ubergangsfunktion

U = Uyexp(—t/RC), (3)
die ihrerseits eine Ubergangsfunktion einer Sprungfunktion (Deltafunktion) an einem RC-
Glied ist, nach Multiplikation mit der konjugiert-komplexen Fourier-Transformierten.

Fiir zwei hintereinandergeschaltete Tiefpédsse (ay = 1/R1C; und as = 1/RoCy) erhélt
man als Fourier-Transformierte 19 = &1 - ®5, also das Produkt aus den einzelnen Fourier-
Transformierten, da der Faltung der Ubergangsfunktionen im Originalraum eine Multiplikati-
on ihrer Fourier-Transformierten im Frequenzraum entspricht. Als Leistungsfaktor berechnet

man somit 1 1
P, (4)

T = 2’ 2"
1+ (2) 1+ (2)
Ein analoges Ergebnis erhélt man fiir hintereinandergeschaltete Hochpésse. Daraus ergibt

sich dann fiir die aus m Hoch- und aus n Tiefpéssen zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit
der Leistungsiibertragung

1

([ (o) TH L [+ o) T

Der Produktausdruck (5) stellt eine verallgemeinerte Lorentz-Form dar: darin bedeuten wy ;
bzw. wr . die Halbwertskreisfrequenzen des i-ten Hoch- bzw. des k-ten Tiefpasses.

()

Poru=
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2  Fourier-Transformierte der Gauf3- und der Poisson-Funktion

Die Gauf-Funktion o
Po = = exp(~(a2)?/2) (6)

wird ebenfalls zur Darstellung impulsartiger Ubergangsfunktionen verwendet [1], [2], [3]. Als
Fourier-Transformierte erhélt man wiederum eine Gauf-Funktion im Frequenzraum

dc = exp(—(g>2/2> (7)

und als Leistungsfaktor bzw. als Intensitédtsverteilung, die das zugehorige Linienprofil be-

schreibt, _ (W2
PG—eXp( <a) ) (8)
Die Poisson-Funktion ax)? - exp(—ax
Px,z - ( ) p( ) (9)

z!
geht fiir z = 0 in die Exponentialfunktion und fiir 2 — oo in die Gauf-Funktion iiber [4].
Hierin ist x die verallgemeinerte unabhéingige Variable (im speziellen Fall die Zeit t) und z
die Zellenbesetzungszahl.

Damit kann gezeigt werden, dafl zwischen der Lorentz-Funktion (2) und der Gauf-Funk-
tion (8) ein Ubergang besteht, der durch die Poisson-Funktion gegeben ist. Als Fourier-
Transformierte der Poisson-Funktion erhélt man

1—i%2 yz+1
— 6]
() = (5 (2)2) (10)
und fiir den Leistungsfaktor bzw. fiir die Intensitétsverteilung mit z +1=n
1 n
Pp=(—-=) . 11

Die Form der Spektrallinie ist gem&fi (11) durch die Parameter o (entsprechend einer
Halbwertsbreite) und durch n bestimmt. Die Gréle n entspricht der Anzahl gleichartiger
Tiefpisse gemiB Gl. (2) einer Ubertragungskette oder — in Analogie — der Ordnung eines
kettenartigen Reaktionsablaufes. Die Beziehung (11) kann als Lorentz-Funktion n-ten Grades
bezeichnet werden.

3 Grenzfille der Lorentz-Funktion n-ten Grades

Der Wahrscheinlichkeitsausdruck (11) ist bei der Fourier-Transformierten einer Poisson-
Funktion fiir die Besetzungszahl z gleich der (z + 1)-fachen Potenz der Lorentz-Funktion
(2). Die Gl. (2) erweist sich also als eine spezielle Bezichung, die fiir z = 0 (bzw. n = 1)
aus (11) folgt. Mit anderen Worten: Die Fourier-Transformierte der Poisson-Funktion der
Besetzungszahl z ist eine Lorentz-Funktion des Grades z + 1.

Es 18t sich nun zeigen, daf§ die Gauf$-Funktion (8) fiir z — oo aus der Fourier-Transfor-
mierten der Poisson-Funktion folgt. Man geht hierbei zweckmiéfligerweise nicht von der ano-

malen Dispersionsbeziehung (6), sondern von der normalen Dispersion aus,
1 (ax —n)?

Fg(z) = exp( —————;

(@) = —7— p( 5 )

0923
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hierin ist n = z+ 1 (s. [4], S. 25 und 94). Im Unterschied zu (7) findet man

Pc(w) = exp(—n/2) - exp{—n/Z(% + 1)2}, (13)

also zwar wiederum eine Gauf-Funktion, die allerdings wegen der Asymmetrie der Funktion
(12) zur Ordinatenachse nicht mehr reell ist; das Maximum hat eine Phasenverschiebung und
ein Dekrement —n/2.

Als Leistungsfaktor ergibt sich aus (13) durch Multiplikation mit der konjugiert-komplexen
Grofle w

Ib::exp(—n(—>2>. (14)

(67

Diese Gl. (14) unterscheidet sich von (8) durch den Faktor n im Exponenten.
Bringt man die Gl. (11) mit z =n — 1 in die Form

o= (gt =+ () 5

und fiihrt fiir groffe n eine Reihenentwicklung durch,

Pri) = 3 5 [-n(2)]" s)

k=0 o
so findet man fiir hinreichend grofie n
W\ 2
Pp(w) ~ exp(—n(a) ),

d. h. Ubereinstimmung mit (14).

Die n-te Wurzel aus (14) ergibt also die Beziehung (8) fiir die anomale Dispersion. Hingegen
ergibt die n-te Wurzel aus (15) bzw. (11) die Lorentz-Funktion ersten Grades (2). Mit anderen
Worten: Die n-te Potenz der Lorentz-Funktion und die Gauf-Funktion gleichen sich um so
mehr, je groBer der Exponent n ist. Die Lorentz-Funktion n-ten Grades (11) geht demnach
fir n = 1 bazw. n — oo in die Grenzfélle der Lorentz-Funktion ersten Grades und in die
Gaufs-Funktion {iber.

4 Weitere Verallgemeinerungen
Fiir die Hintereinanderschaltung von n gleichartigen Tiefpéssen gilt geméfl (11)
1 1

) ~Mier

k=1

Py = ( (17)
Die Produkte der Lorentz-Funktionen stellen Faltungen von (gleichartigen) Exponential-
funktionen im Originalraum dar, also solcher Ubergangsfunktionen, wie sie z. B. bei Ket-
ten von Tiefpdssen und mehrstufigen reaktionskinetischen Prozessen vorkommen. Derarti-
ge aufeinanderfolgende Stufen lassen sich als Schemata von Markow-Ketten angeben mit
Ubergangskoeffizienten a, as, as, - - - an: bei gleichen Elementen der Kette ist oy = ag =
a3 == qy.
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Eine Verallgemeinerung der Profilfunktion (17) ergibt sich, wenn Tiefpésse bzw. Kettenglieder
unterschiedlicher Abkling- oder Ubergangskoeffizienten «y, vorliegen. Beispielsweise ist eine
sukzessive Ubertragung von Energie iiber eine gewisse Anzahl diskreter Stufen denkbar (2.
B. Mehrfachstreuung), wobei jeder Ubergang durch eine eigene Halbwertszeit bzw. mittlere
Lebensdauer gekennzeichnet sein kann. In diesem Fall gilt statt (17) die allgemeinere Form
einer Profilfunktion

L 1

Pr.oi a0, an = —_—. 18

1,82 kl;Il 1 + (aik)g ( )
In weiterer Verallgemeinerung kann ein umfangreiches Netzwerk von elektronischen Tiefpéssen
vorliegen, die parallel- und hintereinandergeschaltet sind. Das bedeutet im abstrakten Wahr-
scheinlichkeitsmodell, daf} sich im Reaktionssystem des Originalraumes Wechselwirkungspro-
zesse gemif Sowohl-als-auch- und Entweder-oder-Wahrscheinlichkeiten superponieren. Das
wiirde im Frequenzraum einer multiplikativen und additiven Verkniipfung von Frequenzver-

teilungen entsprechen, so dafl an Stelle von (18) ein allgemeinerer Ausdruck der Form

oder

k .
P= 21:1;[ ( %)Q)nik' (20)

treten wiirde. Dieser mathematische Formalismus kann — in einfacher Form der Gl. (11) — auf
die makroskopische Verteilungskurve der Intensitdt z. B. einer Spektrallinie oder eines ma-
gnetischen Kernresonanz-Signals (NMR) iibertragen werden, so daf ein (abstraktes) Modell
eines Netzwerkes elektronischer Tiefpésse — bzw. eines statistischen Reaktionssystems — auch
zur Analyse der Linien angewendet werden kann. Beispiele fiir derartige Linienformanalysen
sind von MELCHER und GERTH in [7] gegeben.

Es 148t sich bei solchen Linienformanalysen zeigen, dafi mit Hilfe von (11) Voigt-Profile
approximiert bzw. ersetzt werden koénnen. Im Gegensatz zu einer Aussage von BORN: , Die
Ableitung der Voigtschen Formel ist aber anfechtbar, die Formeln selbst sind verwickelt und
undurchsichtig.“ ([6], S. 484) —ist die Lorentz-Funktion n-ten Grades (11) leichter handhabbar
als die allgemeine Lorentz-Funktion in der Form (18) oder gar (19) bzw. (20).

Die Beziehung (18), die fiir die Frequenztransmission eines Filters (Absorbers) gilt, ergibt
sich auch aus der Laplace-Transformation einer als Matrizengleichung geschriebenen analy-
tischen Darstellung fiir das zeitliche Verhalten einer kinetischen Reaktionskette; s. [5], dort
Gl. (58). Das aber bedeutet, dafl eine Profilfunktion (im Frequenzraum) durch Prozesse re-
aktionskinetischer Art im Originalraum zustande kommt.
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