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0. Einleitung

Schwingungen physikalischer Gréflen lassen sich bekanntermaflen als Losung einer linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung darstellen. In der konventionellen Form dieser Losung ist
nicht ohne weiteres erkennbar, dafl es sich hierbei um die Transformation eines Anfangszu-
standes der Schwingung zur Zeit ¢ = 0 in einen Zustand zu einer spéteren Zeit ¢t handelt. Der
vorliegende Beitrag hat das Ziel, den Schwingungsvorgang eindeutig als ein Transformations-
problem zu charakterisieren, das sich bei der Losung linearer Differentialgleichungssysteme
ergibt, und somit die formale und behandlungsmethodische Einheit zwischen schon friither
von den Verfasern beschriebenen Transformationsproblemen herzustellen.

Oscillations represented as a transformation problem of matrix functions
Horst Melcher and FEwald Gerth

Summary

Oscillations are usually represented as solutions of a differential equation of second order.
One cannot see, without further comment, from this conventional form of the solution, that
it is a transformation from a state at the beginning (time ¢t = 0) into a state at a later time.
In this article it will be shown, that one can definitely characterize oscillations as a problem of
transformation by means of matrices. In this way the formal and methodical correspondence
with problems of transformation formerly published can be pointed out.

1 Losung des Differentialgleichungssystems
eines Transformationsproblems

In den bereits publizierten Arbeiten, bei denen es um die physikalischen Probleme der Kinetik
des Keimaufbaues beim photographischen Prozef [1] [2], die Transmission von Korpuskular-
strahlung durch Materieschichten [3] [4] und die Umwandlung von Radionukliden [5] durch

! Abstract: www.ewald-gerth.de/46abs.pdf — attached at the end of this article (page 79).
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Kernprozesse ging, wurde die Losung eines in Matrixform geschriebenen linearen Differenti-
algleichungssystems

dx(t)
= = KOx() (1)

in Gestalt einer Matrizen-Transformationsgleichung benutzt; es bedeuten x Vektor der phy-
sikalischen Grofle, t Zeit und K quadratische Koeffizientenmatrix. Die Losung ergibt sich aus
Gl. (1) durch Umwandlung in eine (ausgeartete) VOLTERRAsche Integralgleichung mit dem
Anfangsvektor x(0)

x(t) = x(0) + / K(r)x(r)dr )

und Entwicklung derselben in eine NEUMANNsche Reihe mit der Einheitsmatrix 1

t/

x(t) = (1+ / K(t') dt’ + / K(t') / K(¢') dt” dt +---)x(0). 3)
0 0 0

Der in 01. (3) enthaltene Klammerfaktor ist die Resolventenmatrix R(¢), durch die der An-
fangsvektor x(0) in den Vektor x(t) transformiert wird.

Bei konstanter Koeffizientenmatrix K geht die Resolventenmatrix R(¢) in die Matrix-Exponen-
tialfunktion exp(Kt) iiber, so dal die Losung in der Form

x(t) = exp(Kt)x(0) (4)

geschrieben werden kann. Derartige Resolventenmatrizen bestimmen auch das zeitliche Ver-
halten von Schwingungsvorgéngen.

2 Konventionelle Losung der Schwingungsgleichung

Eine ungeddmpfte harmonische Schwingung wird durch die lineare, homogene Differential-
gleichung

d?z
@ _|_ w02$ = 0 (5)

beschrieben: z Schwingungsgrofie, wg Kreisfrequenz des ungedédmpften Systems.
Die Losung ergibt sich mit der zugeordneten charakteristischen Gleichung

s2 4w =0, (6)

die die Eigenwerte s; = iwg und sy = —iwg mit i als Einheit der imaginéren Zahlen liefert,
in der Gestalt

x(t) = x1(0) - exp(iwpt) + x2(0) - exp(—iwpt). (7)

In entsprechender Weise erhélt man fiir eine geddmpfte Schwingung mit einem der ersten
Ableitung proportionalen Dédmpfungsglied 29% aus der Differentialgleichung

d’z dz
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§% 4205 +wp? =0 (9)
die Losung

z(t) = exp(—ot)[z1(0) - exp(y/ 0% — wo? t) + 72(0) - exp(—1/ 0* — wo? t)], (10)
wobei die als Determinate formulierte Diskriminante

0 Wo
wo 0

00 —wy® = —w’ =

: (11)

je nachdem, ob sie kleiner oder grofier als Null ist, dariiber entscheidet, ob die Zeitfunktion
x(t) einen aperiodischen oder periodischen Verlauf nimmt.

3 Komplexe Zahlen und Orthogonalmatrizen

Die Gleichungen (7) und (10) geben die Zeitfunktion z(¢) in Abhéngigkeit von zwei Anfangs-
werten an. Diese Losungen sind aber fiir reelle Werte von x im Sinne einer Transformation
nicht umkehrbar, d.h., es ist nicht méglich, aus dem Endwert x(t) eindeutig auf die Anfangs-
werte x1(0) und z2(0) zu schlieflen. Erst durch die Einfithrung der komplexen Zahlen z fiir
alle Werte von x erhilt man mit Hilfe der EULERschen Beziehung exp(ia) = cosa + isin«
eine eindeutige Zuordnung von Anfangs- und Endwert der Loésung:

z(t) = exp(iwpt) - 2(0). (12)

Die Gl. (12) stimmt formal mit Gl. (4) {iberein, wobei aber z als komplexe Zahl ein Vektor
in der Gaufischen Zahlenebene ist. Der Exponentialausdruck exp(iwgt) erweist sich als der
Resolventenmatrix R(t) dquivalent.

Die Analogie ist vollstindig, wenn man exp(iwgt) nicht als eine aus zwei Komponenten be-
stehende komplexe Zahl, sondern als eine quadratische Matrix 2. Ordnung mit 4 Elementen
auffafit. Demzufolge miifite auch die Einheit der imaginiren Zahlen i die Bedeutung einer
quadratischen Matrix haben. Das ist der Fall, da sich die Orthogonalmatrizen

1 0
(1) »
0 -1
(00) »

genauso wie die reelle Zahl 1 und die imaginére Zahl i verhalten?. Bemerkenswert ist, daf die

mit den Groflen 1 und I gebildeten komplexen Matrizen und damit auch Funktionen dieser
Matrizen stets kommutativ sind.

und

?Die Form dieser zweireihigen Matrizen entspricht den PAULIschen Spin-Matrizen.
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Fiir die Matrizen

(2‘h)=z (15)

a

<§§@>=z2 (16)

a2
gilt also
2,17y =757,. (17)

Die Determinante der komplexen Matrix Z liefert das Quadrat des absoluten Betrages, d.h.
das Amplitudenquadrat

a

zl=|

b ‘:aQ—i—bz, (18)

und unterscheidet sich somit von dem Absolutbetrag der komplexen Zahl z = a + ib durch
die Quadratwurzel

2] = |a + ib| = Va2 + b2. (19)

Das Produkt der komplexen Matrix |Z| = 1a + Ib mit ihrer konjugiert-komplexen Matrix
|Z|* = 1a — Ib ist mit Gl. (18)

77" = 1|Z| = 1|Z*|. (20)

Der Tangens des Phasenwinkels ¢ ergibt sich als Quotient der Elemente der ersten Spalte der
Matrix Z

tanp = b/a. (21)
Schreibt man anstelle von Gl. (12)
Z(t) = exp(lwot)Zo, (22)

so hat man damit die Losung in Form einer linearen Matrixtransformation.
Die Resolvente exp(Iwt) berechnet man zweckméBigerweise durch Reihenentwicklung.
Man erhélt

(23)

sinwt  coswt

exp(Iwt) = (

coswt —sinwt )
)

also ebenfalls eine Orthogonalmatrix.

Die EULERsche Beziehung exp(iwt) = coswt + isinwt ist somit eigentlich als eine Vektor-
darstellung der orthogonalen Transformationsmatrix (23) zu betrachten. Es liegt an den
giinstigen Orthogonalitétseigenschaften dieser Transformation, dafl die Verkiirzung der Ma-
trix zu einem Vektor iiberhaupt moglich ist.

Grundsétzlich kann man in allen Féllen den Skalar 1 durch die Einheitsmatrix 1 und die
Einheit der imaginéren Zahlen i durch die Orthogonalmatrix I ersetzen und erhilt dann eine
der Matrizentransformation adiquate Darstellung.
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4 Darstellung der Schwingungsdifferentialgleichung
mit Hilfe von Orthogonalmatrizen

Das Differentialgleichungssystem der ungedidmpften Schwingung 148t sich leicht angeben,
wenn man die Schwingung als die Projektion einer Kreisbewegung in der Gaufischen Zah-
lenebene auf die reelle (oder imaginére) Achse auffait. Man betrachtet die Kreisbewegung
im Koordinatenkreuz mit den Achsen x1 und x2. Aus Abb. 1 entnimmt man unmittelbar das
System

i‘l = —wWoT2

To = woT1 , (24)

das — in Matrizenform geschrieben —

.’tl o 0 —Wwo T
die Orthogonalmatrix I in der Koeffizientenmatrix

( 0 _5”0 ) = K = L (26)

wo

erkennen 1af3t:

d

dit( = Twox. (27)
Gl. (27) ist auch erfiillt, wenn man den Vektor x gem#fi Gln. (15, 16) durch die Matrix Z
ersetzt,

dz
2 — 1wz 28
e~ (28)

und liefert gemafl Gl. (4) die Gl. (22) als Losung.

| *2

N\

Bild 1
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Da jedes Differentialgleichungssystem mit n Gleichungen 1. Ordnung in eine Differentialglei-
chung n-ter Ordnung verwandelt werden kann, folgt aus Gl. (24) durch Einsetzen unmittelbar
Gl. (5). Desgleichen liefert die charakteristische Determinante |1s — K| die charakteristische
Gleichung (6):

S —wWo

|1s—Iw0\ = ‘ wo s 282+WO2=0. (29)

Im Falle eines geddmpften Schwingsystems verringert sich die Geschwindigkeit jeweils um
einen zur Achsenlidnge proportionalen Betrag, so da3 das Differentialgleichungssystem mit
einer noch unbestimmten Kreisfrequenz w die Form

T1 = —0T] — Wx2

Tog = wWx] — 0T (30)
annimmt. Die Koeffizientenmatrix ist hierin komplex:

K=-1p+ Iw. (31)
Die charakteristische Determinante ergibt nun

Ss+o —w
w s+

‘:32+295+g2+w2:0. (32)

Der Vergleich mit GL (9) 148t erkennen, daf sich die Kreisfrequenz w des geddmpften Systems
von der Kreisfrequenz wy des ungeddmpften Systems unterscheidet:

w? = wy? — 0% (33)

Mit der Koeffizientenmatrix Gl. (31) lautet die Transformationsgleichung einer geddmpften
Schwingung

Z(t) = exp[(—1o + Iw)t]Z(0). (34)
Wegen der Kommutativitiat der Matrizen kann man auch den Dampfungsfaktor abspalten:
Z(t) = exp(—1pt) exp(Iwt)Z(0). (35)

Dieser lisst sich dann als skalarer Faktor zu der Resolventenmatrix der ungeddmpften pe-
riodischen Funktion Gl. (22), jedoch mit der Kreisfrequenz der geddmpften Schwingung w
darstellen:

R(t) = exp(—pot) exp(Iwt). (36)
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5 Schwingungen
bei zeitlich veranderlicher Koeffizientenmatrix

Das Schwingsystem kann zeitliche Verdnderungen erfahren hinsichtlich der Kreisfrequenz w
— bei mechanischen Schwingern beispielsweise durch Massenverlust — und hinsichtlich der
Dampfung ¢ — bei elektrischen Schwingern beispielsweise durch Erwiarmung des Widerstan-
des.

Erfolgt die erste Transformation bei einer Koeffizientenmatrix Ky in der Zeit t1,

Z(t1) = exp(K1t1)Z(0), (37)
und die zweite Transformation bei der Koeffizientenmatrix Ks in der Zeit to,
Z(to) = exp(Kat2)Z(1) = exp(Kate) exp(Kit1)Z(0), (38)

so werden die Transformationsmatrizen zu einer resultierenden Transformationsmatrix R, .s
multiplikativ zusammengefafit, wobei wegen der Kommutativitéit dieser Matrizen gilt:

Rres(tl + tQ) = eXp(Kth) exp(Kltl) = exp(Kltl) eXp(thg) = exp(K1t1 + KQtQ). (39)

Bei kontinuierlicher Verdnderung von K(t) als Zeitfunktion wiirde im Falle der Nichtkommu-
tativitdt der Matrizen das VOLTERRAsche Produktintegral

Rreo(t) = [ explK(r) dr] = [[14+K(7) a7 (40)
0 0

gelten; im vorliegenden Fall der Kommutativitéit aber vereinfacht sich die Beziehung (40) zu

t

Ryes(t) = exp {/ K(7) dT}. (41)

0

6 Erzwungene Schwingungen, Filterung, Resonanz

Eine duflere Einwirkung auf ein Schwingsystem fiihrt zu einem erzwungenen Schwingvorgang,
der durch die inhomogene Schwingungsdifferentialgleichung beschrieben wird. Dabei muf} das
Inhomogenitatsglied der Art der physikalischen Kopplung zwischen der einwirkenden Gréfie
und dem Schwingsystem entsprechen. Als konventionelle Losung wird in der Lehrbuchlitera-
tur im allgemeinen nur der Fall der Kopplung eines Schwingsystems mit einer periodischen
Kraft Fy cosw,t angegeben; w, ist die aufgeprigte Kreisfrequenz. Die Losung der Differential-
gleichung (42) mit dem allgemeinen Inhomogenitétsglied F'(¢) fiir eine beliebige zeitabhéingige
duBere Kraft kann man mit Hilfe der LAPLACE-Transformation finden. Mit Fy/m = By, wo-
bei By als kraftanaloge Grofle definiert wird, erhélt man als Differentialgleichung fiir die
erzwungene Schwingung
2

% + 29% + wo?z = By cos(wq + ¢). (42)
Es sei bemerkt, dafl auch noch weitere, nicht kraftanaloge Groflen auf ein Schwingsystem
einwirken kénnen, z.B. impulsanaloge Grofien; man unterscheidet dann Kraft- und/oder Im-
pulskopplung.
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In der Matrizensehreibweise lautet die inhomogene — hier gleich auf die konstante Koeffizi-
entenmatrix K und die komplexe Matrix Z(t) und ein Inhomogenitétsglied P(t) bezogene —
lineare Differentialgleichung zu Gl. (1)

dZ(t)

—5 = Kzt + P(1). (43)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist die Ubergangsfunktion
¢
Z(t) = exp(Kt)Z(0) + exp(Kt) / exp(—Kr)P(7) dr. (44)
0

Der erste Summand beschreibt den von der dufleren Einwirkung unbeeinflufiten Schwingungs-
vorgang, wiahrend in dem zweiten Summanden die Beeinflussung des Systems ausgedriickt ist.
Fiir t — oo verschwindet infolge der Ddmpfung der erste Summand, dagegen stellt sich fiir den
zweiten Summanden der stationdre Zustand ein, bei einem periodischen Inhomogenitétsglied
beispielsweise als angeregte Dauerschwingung.

Wihrend in dem Inhomogenititsglied in Gl. (42) wegen des Differentialquotienten zweiter
Ordnung eine kraftanaloge Grofie angemessen ist, hat man fiir das Inhomogenitétsglied in
Gl. (43) eine impulsanaloge Grofle einzusetzen. Es ist ohne weiteres moglich, beliebige andere
Groflen in impulsanaloge Grofien umzurechnen, wie weiter unten gezeigt wird. Das Verfahren
soll im folgenden an einigen Beispielen demonstriert werden.

6.1 Konstantes Inhomogenitatsglied

Zu dem durch Gl. (43) ausgedriickten Impuls des geddmpften Schwingsystems tritt ein kon-
stanter Betrag, der mit den der Zeit reziproken Gréfien o und ¢ sowie der Anfangsauslenkung
Zy durch

P =K.Z (45)

gegeben ist. K, bedeutet darin die Koeflizientenmatrix der aufgeprigten Einwirkung; sie ist
ebenso wie die Matrix K von komplexer Natur,

Ka:<(’ _‘p>. (46)
o o
Mit Gl. (45) erhélt man dann nach Gl. (44) die Losung

Z(t) = exp(Kt)Z(0) + [1 — exp(Kt)|J K 'P (47)

als Ubergangsfunktion, die eine gedimpfte Schwingung beschreibt, bei der sich der Ruhepunkt
allméhlich innerhalb des Koordinatensystems bis zu einer Endlage verschiebt.
Fiir die Endlage als stationdrer Zustand folgt aus (47) mit Gl. (31) und ¢ — oo

_ 1 we — oo P+ wo
Zoo=K'P=— _K,= Zo, 48
0 + w? ((Qso+w0) wp — oo | (48)

also eine Grofle ohne jegliche Zeitabhéangigkeit. Die weitere Durchrechnung ergibt mit

Zy = 1xg (49)
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und Beriicksichtigung von Gl. (18) fiir die Amplitude ao, der Endlage

oo =/ |Z \/Uiiﬂ o = \/||II<< (50)

6.2 Impulsanaloges, periodisches Inhomogenititsglied

Die Einwirkung auf das Schwingsystem erfolgt durch einen periodischen Impuls mit der Kreis-
frequenz der aufgeprigten Schwingung w, und dem Anfangsimpuls C, der auch die Phase
enthélt:

P(t) = exp(Iw,t)C. (51)
Mit Gl. (51) ergibt Gl. (44) die Losung
Z(t) = exp(Kt)[Z(0) — (Iw, — K) ' C] + exp(Iw,t)[Iw, — K] 'C, (52)

wobei wiederum die Kommutativitdt der Matrizen 1, I und K ausgenutzt werden kann.
Der stationére Zustand

Zoo(t) = (Twg — K) ! exp(Iw,t)C (53)

ist durch eine periodische Funktion exp(Iw,t) gekennzeichnet; das System schwingt in der
Frequenz der aufgepriigten Schwingung, aber mit verdnderter, von w, abhingiger Amplitude.
Der Amplitudenfaktor im zweiten Summanden von Gl. (52)

(IwaK)_10:1<( 0 —(w—wa)>C:

T2 e o (Iw, — K*)C, (54)

w? + o2

worin K* die konjugiert-komplexe Matrix zu K ist, gibt Auskunft iiber Amplitude und Pha-
senverschiebung.

Das der Schwingleistung proportionale Amplitudenquadrat findet man durch Bildung der
Determinante des zweiten Summanden von Gl. (52) bzw. (54). Mit GlL. (23), Gl. (31) und
C = 1c folgt dann

2 c?

Foo = 2 1 (@ —wa)?’ (55)

also das symmetrische Resonanzprofil einer LORENTZ-Funktion mit dem Maximum bei der
Frequenz w des gedampften Systems

- 0% (56)

wa max = wa

Die Phasenverschiebung ergibt sich durch Bildung des Quotienten der Elemente der ersten
Spalte von Gl. (54) gemifl Gl. (21)

w— Wq
1Y

tany = (57)

Im Resonanzfall w = w, ist die Phasenverschiebung ¢ = 0, fiir w, — 0 betrigt sie ¢ =
arctan %, und fiir w, — oo ist sie p = —5 .
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Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man auch durch Anwendung der FOURIER-Transformation
auf die Resolvente der geddmpften Schwingung

R(t) = exp(Kt). (58)

Das einseitige FOURIER-Integral in Matrizenschreibweise

o0

Flwa) = / exp(—Twat)S(1) dt (59)
0

ergibt mit Gl. (58) und S=R C
F(w,) = (Iw, — K)™1C, (60)

also den Amplitudenfaktor zu der periodischen Funktion exp(Iw,)t in Gl. (52).

Die FOURIER-Transformation entspricht offenbar dem Fall, da3 die Einwirkung auf das
Schwingsystem durch eine periodische, impulsanaloge Grofle erfolgt. In einem mechanischen
System wiirde das einer Impulskopplung entsprechen, die hiermit klar von der Kraftkopplung
gemifB Gl. (42) unterschieden wird.

Die Matrizenschreibweise eroffnet somit eine klarere Einsicht in die physikalischen Zu-
sammenhénge der verschiedenen Kopplungsarten, als es mit der herkémmlichen Behandlung
dieses Problems moglich war. Durch die Impulskopplung werden vor allem auch solche physi-
kalisch wichtigen Systeme erfafit, die ein aperiodisches Verhalten mit der Eigenfrequenz w = 0
zeigen, z.B. elektronische Tiefpésse.

6.3 Kraftanaloges, periodisches Inhomogenititsglied

Die Differentialgleichung (43) verlangt ein impulsanaloges Inhomogenitétsglied. Wenn dies
nicht von vornherein — wie z.B. in den Féllen 6.1. und 6.2. — gegeben ist, mufl eine Umrechnung
in die addquate ImpulsgroBle durchgefithrt werden. Fiir die Kraftkopplung findet man diese
Grofle folgendermafien: Man setzt das inhomogene Gleichungssystem - entsprechend Gl. (30)
— mit den zunéchst noch unbekannten Inhomogenititskoeffizienten f; und fo an,

.fl = —0T1 — WI2 + fl
o = wr1 — 072 + fo (61)

und erhélt daraus durch gegenseitige Substitution beider Gleichungen

i1+ 2001 + (WP + 0%)r1 = fi +ofi —whe
iy + 20t + (W + 0%)a2 = fo+wWfi — of. (62)

Fiir die linke Seite kann man bei der Kraftkopplung nach Gl. (42) eine periodische Funktion
mit beliebiger Phasenverschiebung ¢ einsetzen. Mit den Funktionen By cosw,t und By sinwgt
erhilt man das System

fi = —ofi +wfz + Bycosw,t
fo=— wfi — of2 + Bosinw,t (63)
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oder — ergénzt zu einer Matrizengleichung —

f = K*f 4+ By exp(Iw,t), (64)

* —0 w
(09 -

die konjugiert-komplexe Koeffizientenmatrix zu K nach Gl. (31) ist:

_( e v
K_< N _Q>. (66)

Die Losung von Gl. (64) — entsprechend Gl. (52) — ergibt sich nach Gl. (44) zu

£(t) = exp(K D[E(0) — (Log — K*) "By + By exp(Tuout) (Twy — K*) ™. (67)
Das Inhomogenititsglied bei Kraftkopplung lautet somit fiir den stationdren Fall

P(t) = Byexp(Iwgt)(Iw, — K*) L. (68)
Fiihrt man Gl. (68) in Gl. (44) ein, so erhélt man die Losung

Z(t) = exp(Kt)[Z(0) — (Iw, — K*) ™ (Iw, — K) ™' Bo] +
+ Bo exp(Tw,t) (Tw, — K*) 1 (Tw, — K) L (69)

Hierin ist das reziproke Produkt

(Iw, — K HIw, — K) ™! = [—1w,? — Tw,(K* + K) + K*K] !

-1
. g2 +w? —w,? —20wq
- 20w, 0% + w? — w,?
_ 1 0%+ w? — w2 20w, (70)
(92 + w2 + wa2)2 + 4;_02wa2 _ZQwa QQ + (.U2 _ wa2

und somit das Amplitudenquadrat als Determinante des stationéiren Summanden von Gl.
(69)
? o (71)
a = .
(0% + w? + we?)? + 402w,

Diese Beziehung stimmt — wenn man noch die Kreisfrequenz des ungeddmpften Systems
wo? = 0? + w? nach Gl (33) einfithrt — mit der Darstellung in einschliigigen Lehrbiichern
iiberein.

Man erhélt die unsymmetrische Resonanzkurve eines durch Kraftkopplung erregten Schwing-
systems, dessen Maximum bei

Wamas = Jw? — 02 = yJwn? — 202 (72)

liegt, das somit noch weiter in Richtung kleinerer Frequenzen verschoben ist als das Maximum
im Falle der Impulskopplung nach 6.2.
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Die Phasenverschiebung ist bei Kraftkopplung gem#f Gl. (21) der Quotient der Elemente
der ersten Spalte von Gl. (70),

20w, 20w,
tanp = — =— . 73
TR0l T o - wl 73)
Sie betrdgt fir w, = wy ¢ = =3, firw, =0 ¢ =0 und fiir wy — 00 ¢ = —7 und

unterscheidet sich damit von der Resonanz bei Impulskopplung nach 6.2. um etwa —7. Im
Resonanzfall nach Gl. (72) ist die Phasenverschiebung

14

tan p = (74)

7 Abschlielende Bemerkung

Fiir die Behandlung gekoppelter Oszillatoren erweisen sich die Matrizen-Differentialgleichungs-
systeme als besonders zweckméfig. Es ist damit prinzipiell méglich, beliebig viele gekoppelte
Ostzillatoren, etwa als Atome in Molekiilen oder in Kristallen, zu beschreiben und zu berech-
nen; hierbei sind auch variable Kopplungen sowohl zwischen linearen (kettenartigen) oder
flichenhaften bzw. rdumlich angeordneten Oszillatoren darstellbar.
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Oscillations represented as a transformation problem
of matrix functions
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Abstract

Oscillations are usually represented as the solution of a differential equation of second
order. From this conventional form of the solution, it is not evident at once that the
oscillating system goes over from a state at the beginning to a state at a later time by
transformation of the components. In the here referred article it is demonstrated, that
oscillations can definitely be characterized as a problem of transformation by means of
matrices, which reproduces completely the classical solution of the oscillation differen-
tial equation. The oscillation is regarded as a reaction process, which is simulated in a
functional sequence of small steps establishing the resolving matrix by expansion of a
matrix exponential series. There is no need for the solution of any eigenvalue problem.
The application of matrices, moreover, proves to be especially suitable for the analyti-
cal treatment and numerical calculation of coupled oscillators. Coupling is investigated
by the resonance of an oscillator on excitation of external oscillations. By this way one
can describe even extended systems of coupled oscillators like atoms and molecules in
a crystal lattice in different mutual relations and spatial arrangements. The matrix
version to treatise oscillation processes offers the advantage that it could be adjusted
to the well-developed methods of the solution of interacting reaction systems, the cal-
culating algorithms of which are already at disposition. In such a reaction system an
oscillator is represented as a reacting component by a two-row elementary submatrix
of the type of PAULI’s spin matrices. Thus, also the combination with other — e.g.,
physical, chemical, or biological — reaction systems and the simultaneous solution of
them is possible.
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