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Analytische Herleitung des Schwar zschildschen Schwérzungsgesetzes
aus der Belichtungsmatrix

Ewald GERTH

Akademie der Wissenschaften der DDR, Zentralingtitut fur Astrophysik, Potsdam
Herrn Prof. Dr. J. Wempe dankbar und hochachtungsvoll gewidmet®)

Zusammenfassung

Das ScHwarzscHiLDsche Schwérzungsgesetz flr konstante photographische Schwéarzung wird aus der
Belichtungsmatrix als reaktionskinetisches N&herungsgesetz der Einfluf3grofen Intensitdt und Zeit der
Belichtung hergeleitet, indem das untere Eckelement in eine Reihe nach Potenzen der Belichtungszeit
entwickelt und konstantgesetzt wird. Der niedrigste Grad der in der Reihe auftretenden Potenzprodukte
entspricht der Anzahl der ohne Ruckreaktionen durchlaufenen Stufenlibergénge der Reaktionskette des
Keimaufbaus. Durch das Eintreten eines Reaktionsgle chgewichtes zwischen der Ausgangskeimstufe und der
ersten, sehr instabilen Keimstufe wird die Reaktionsordnung der Zeit um eine Stufe vermindert, wéhrend die
Reaktionsordnung der Intensitat unverandert bleibt. Die Reihe liefert bei Berticksichtigung der Konvergenz-
bedingung ein Potenzprodukt der Einfluf3groRen mit unterschiedlichen Exponenten in der Form des
SCHWARZSCHILD-Gesetzes.

Summary

ScHwARzscHILD's law of blackening for constant photographic density is derived from the exposure matrix as
a reaction-kinetic approximation law of the efficient quantities intensity and time of exposure, expanding the
under angle element into a series of exposure time and setting constant it. The lowest order of the power
products occurring in the series corresponds to the number of the step transitions of the reaction chain of
speck build-up, passed without back reactions. Because of the occurrance of a reaction equilibrium between
theinitial speck step and the first, very unstable speck step the reaction order of the time is diminished by one
step, whereas the reaction order of the intensity does not change. Taking in consideration the condition of
convergence, the series provides a power product of the efficient quantities with different exponents in the
form of ScHwARzscHILD'S law.

Pestome

3akon IlBarnmmunga pas mocrosunoro gororpaduyeckoro MouYepHEHUA BEIBOGUTCA U3 MATPUILEL
OCBeIIEHHOCTH KAK PCAKIUOHHO-KUHETHYeCKUH IpUOIMKEHHBI 3aKOH JIJIA BIAUAWINX BeINYMH
— HHTEHCHUBHOCTM M BpeMeHU BKCHO3MIMK PA3JIOMKEeHUeM B PSJ| HWKHETO YIJIOBOTO BJIEMEHTa,
IPUHATOrO IOCTOAHHLIM [0 CTENEHAM BpPEMeHU JKCIIOHMpoBanms, Hamuusmas cremnenb mpous-
BeleHiil B DALY COOTBETCTBYET YMCIY IEepeXofoB B PEAKIMOHHOHN nemn Ge3 oGpaTHBIX peaKiiuii.
Beaepcreue yeraHOBIEHNMA PEeaKIMOHHOIO PABHOBECWA MEHAY UCXOMHON CTYIEHBIO M IIEPBOI,

1) Der vorliegende Aufsatz wurde zum 100. Geburtstag KARL ScHwARzscHILDS am 9. 10. 1973 fertiggestel It
und Herrn Prof. Dr. Wempe al's dessen Amtsnachfolger Uberreicht.
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OYeHb HeCTAOMJIBHON CTYNeHbI0 CKPHTOT0 M300PAKEHNA, MOPATOK PeaKINH BPEMEHH YMEHb-
IIaeTeA Ha eFUHUILY, B TO BPeMA KAk ITOPHKOK PEAKIMH WHTEHCHBHOCTH OCTASTCA HeU3MEHHBIM.
IIpu ydere yciaoBmA CXOJHMOCTH STOT PHAJ JA8T NpPOM3BefeHHE CTeNeHel BIMAIGLINX BeJIMYITH
¢ HEePABHEBIMH IIOKA3aTeIAMY B Buge 3aKkoHA IBAPIIMIMILIA.

1. Die Schwirzungsfunktion und das Schwarzschild-Gesetz

Die Schwirzungsfunktion 146t sich nach [1, 2, 3] als Doppelintegral iiber die Schicht-
tiefe und die KorngroBenverteilung darstellen:

Lo OO
S
S(E,t)y = _20 ff a?w(@) (1 — e~V @WB(E(), OX0)) dadz, (1)
a’x
5 b
Hierin bedeuten: § Schwirzung, Sy Sattigungsschwirzung, £ Belichtungsintensitit,
t Belichtungszeit, @ Kornradius der auf Kugelgestalt reduzierten Silberhalogenidkérner,

a* quadratischer Mittelwert der Kornradien, w(a) Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung
der Kornradien, V(a) vom Kornradius abhingiges empfindliches Volumen des Silber-
halogenidkristalls, « Schichttiefe, x, Schichtdicke, @(x) schichttiefenabhingige Ver-
tetlungsfunktion der Lichtintensitit in der unentwickelten Schicht [4, 5], 8 Belich-
tungsmatrix, ¢{0) Spaltenvektor der Keimkonzentrationen zu den Keimstufen am
Anfang der Belichtung, 1w Zeilenvektor der Entwicklungswahrscheinlichkeiten zu den
Keimstufen.

Die bei Belichtungen photographischer Schichten im Bereich niedriger Intensitdten
fiir konstante Schwirzungen giiltige ScawaRrzscHILD-Formel mit dem die Abweichung
vom BuNsEN-Roscorschen Reziprozititsgesetz kennzeichnenden ,,SCHWARZSCHILD-
Exponenten* p

E . t? = const (2)

mul} sich als der funktionale Zusammenbang zwischen den Belichtungsparametern E
und ¢ fiir S(#, t) = const aus Gl. (1) ergeben.

Die Schwirzungsfunktion Gl. (1) scheint fiir eine explizite Darstellung von £ und ¢ in
der vorliegenden Form wegen des Doppelintegrals sehr kompliziert zu sein. Es ist aber
sofort ersichtlich, daB die Korngréfienstreuung fiir den ScEwaRzscHILD-Effekt ohne
Belang ist, da die Belichtungsparameter nur in das Argument von B eingehen. Die
Schwirzung ist eine monotone Funktion des Argumentes (E(p(ﬂi‘), t). Wegen der Ab-
hiangigkeit des Argumentes von der Schichttiefe z besitzt jedoch offensichtlich noch
die Schichtdicke einen Einflull auf den ScrEwarzscHiLD-Effekt. In dem Belichtungs-
bereich, in dem das ScHWARZSCHILDsche Schwirzungsgesetz 8 = f(Et?) gilt, kann aller-
dings eine solche Abhédngigkeit nicht vorliegen, da man dann das Argument der Schwir-
zungsfunktion mit dem Verteilungsmodul fiir die Intensitéit ¢(z) in der Form (E(p(:c)
X ti’) = [(Et?) - g(x)] schreiben konnte, so dall das Potenzprodukt Et? wiederum als
einheitliche unabhingige Variable der Schwirzungstunktion auftreten wiirde. Aus
diesem Grunde geniigt es zur Herleitung der ScHwarzscHILD-Formel, anstatt der
Schwirzung nach (G (1) das Skalarprodukt im Exponenten

1WB(E, t) c(0) = const (3)

zu setzen, das die Bedeutung der Entwicklungskeimkonzentration hat. Gleiche Schwir-
zungen einer Photoschicht entsprechen somit auch gleichen Entwicklungskeimkonzen-
trationen. Gl. (3) ist eine weitere implizite Darstellung fiir das Reziprozitatsfehiverhalten
photographischer Schichten, die aber wegen der komplizierten Matrizenverkniipfungen
eine explizite Darstellung von £ und ¢ nicht zulidft.
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Eine wesentliche Vereinfachung von Gl. (3) ergibt sich tir eine n-stufige Keimstufen-
kette, wenn man annimmt, dafB in der Photoschicht vor der Belichtung nur Keime der
Stufe & = 0 vorliegen, was fiir nichtsensibilisierte Schichten sicher zutrifft. In diesem
Falle ist nur ¢,(0) == 0, wihrend die Anfangskonzentrationen der héheren Keimstutfen
alle verschwinden. Der Spaltenvektor der Keimkonzentrationen der unsensibilisierten
Schicht lautet dann

0
coy=[9 . (4)

Nimmt man weiterhin an, daf} die kritische Keimstufe, von der an die Keime entwickel-
bar werden, die n-te Stufe sei, in die gleichzeitig alle noch folgenden hdheren Stufen,
in denen die Keime ohnehin entwickelbar sind, miteinbezogen werden, so ist der Zeilen-
vektor der Entwicklungswahrscheinlichkeiten gegeben durch

=0 0 0 - wy) &)

mit w, = 1.

Bei der Bildung des Skalarproduktes nach Gl. (3) mit den Vektoren Gl. (4) und Gl. (5)
wird aus der Belichtungsmatrix das untere Eckelement B,, ausgesondert, so dall man
als eine weiter spezialisierte Ausgangsgleichung fiir die Herleitung der ScHwWARZ-
scHILD-Formel (2) die skalare Beziehung

Bo(E, ) = const (6)

verwenden kann.

2. Die analytische Struktur der Belichtungsmatrix

Die Belichtungsmatrix ist nach [1, Gl. (23)] durch die Matrix-Exponentialfunktion
Bty = et (7)

darstellbar, worin § die Matrix der Ubergangskoetfizienten des Reaktionssystems der
Keimstufen ist. In dieser Darstellungsart wird die Matrix als Ganzes erfafit. Analytische
Ausdriicke fiir die einzelnen Elemente der Belichtungsmatrix kénnen hiernach nur in
Form von Reihenentwicklungen angegeben werden. Geschlossene analytische Ausdriicke
fiir die Elemente von 8 erhilt man durch die Laprace-Transformation der Gl (7) nach
[1, GL (24)].

o0
B(s) — f e Gt . gtdt = (Es — &) ®)
0

s ist die komplexe Variable im Bildraum der Transformation, € die Einheitsmatrix und
Es — R die charakteristische Matrix des Systems der kinetischen Reaktionsgleichungen.
Die Elemente der aus der Inversion der charakteristischen Matrix hervorgehenden
Belichtungsmatrix 8B(s) im Bildraum der Laprace-Transformation [1, Gl. (14ff.)]
lassen sich (unter Anwendung des Residuensatzes) einzeln in den Originalraum zuriick-
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transformieren. Hierfiir gilt nach [3, Gl. (166)]
n+1 A E’ 8§

BB, =y o)
G ) BETEES

i
Die Symbole in Gl. (9) bedeuten: By; Elemente der Belichtungsmatrix, 4;, Elemente der
Adjunktenmatrix zu €s — & (Vertauschung der Indizes kennzeichnet die Transposition),
s; Eigenwerte (bei JacoBi-Matrizen reell und alle untereinander verschieden), n Anzahl
der Reaktionsstufen.
Gl (9) kann in einer fiir weiter unten folgende Betrachtungen giinstigeren Form ge-
schrieben werden. Der Hauptnenner der Summe erweist sich nimlich als die VANDER-

MONDEsche Determinante [16]

esst, (9)

18 8% - 57
. 2
1 1 sy 8,2 - 87
V(Sl, ceny STH'I) == H (8] - 81) == 1 83 832 N San . (1.0)
i, f=1
i=i e e e e e e e e
2 o1
1 Sp+18p-1 " Sps1

Erweitert man die Zihler in den Sumimanden mit den zum Hauptnenner fehlenden
Differenzfaktoren, so ergeben sich hierfiir Produkte von A, (K, s;) e/ und VANDER-
MoNDEscher Determinanten n-ten Grades, die jeweils s; nicht enthalten, d. h., man kann
den gesamten Ziahler iiber dem Hauptnenner als die Larracesche Entwicklung einer
Determinante nach der letzten Spalte auffassen, in der gegeniiber 1. (10) die s;* durch
die Gréfien 4,,(E, s;) e ersetzt sind,

1 81 Slz . Alk(E> 81) gsit
18, 82 . An(E, sy et
V(Sh cees Supn; 87 = Al i) esﬂ) = |15y 832 . AlE, s5) et | (11)

.................

2
1 Sp+15p41 - Alk(E78n+1) efnnt

Mit Hilfe VaxperMoxNDEscher Determinanten erhilt man somit fiir die Elemente der
Belichtungsmatrix die folgende Darstellung:
V{sy, eouy 8pags 8" = A(B, 8;) - €35t
BH(E, t): \°1 n-l j Hr( ;) ). (]2)
V(SIJ ey 8n+1)

Die Elemente der Adjunktenmatrix 4, sind Polynome der Eigenwerte s;. Fiir ihre
Zusammensetzung ist die Struktur der Koeffizientenmatrix & in der charakteristischen
Matrix & — § mafigeblich.

3. Die Struktur der Koeffizientenmatrix

Die Ubergangskoeffizienten des Reaktionssystems des Keimaufbaus bilden nach [1,
Gl (9)] eine Matrix vom Jacosischen Typ:

— (11 + 7o) ¥y 0 .0
1 - (g + 1) vy . 0
] = 0 o — (g +v) . 0O (13)

.......................

0 0 0 L (.ufnﬂ + Vn)
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Die Koeffizienten
v, = N (14)

sind nach [1, Gl. (5)] iiber den belichtungsunabhéingigen Proportionalititsfaktor u,*
der Elektronenkonzentration N im Kristallgitter des Silberhalogenids proportional, fiir
die im S#ttigungsfall nach {3, Gl. (11)] bzw. [6, Gl. (3)]

v Xd 4pn . _
AV = Z_ﬂ (Vl —'— xg E 1) (10)

gilt (x, Elektronenfallenkoeffizient, »; Defektelektronenfallenkoetfizient, § Rekombi-
nationskoeffizient fiir Elektronen mit Defektelektronen, » Empfindlichkeitskoeffizient
fiir den Photoeffekt). Durch Rejhenentwicklung erhélt man aus Gl. (15) fiir niedrige
Intensitdten — dem eigentlichen Belichtungsbereich des ScuwarzscHILD- Effektes — mit

KXy .
0<EL— (16)
<apy
die Ndherungsbeziehung fiir den Zusammenhang zwischen £ und N
N~1lg. (17)
&g

Somit sind die p-Koeffizienten bei niedriger Intensitit der Intensitit proportional,

Die Koeffizienten », beschreiben im wesentlichen den Abbau der Keime durch ther-
mischen Zerfall. Der durch Photoeffekt bedingte Anteil des Zerfalls (vgl. [1, Gl. (6)] ist
von der Wellenlidnge des Lichtes abhingig (HErscHEL-Effekt); er kann bei den folger.den
Betrachtungen, die sich auf aktinische Belichtungen niedriger Intensitat beziehen,
vernachlidssigt werden. Somit sind die v-Koeffizienten unabhéingig von den Belichtungs-
parametern £ und ¢.

Die Koeffizientenmatrix Gl. (13) ist die Summe der unteren Dreiecksmatrix der Hin-

reaktionen

— 0 0. 0

S, = 0 Ho —U3 . 0 (18)

............

und der oberen Dreiecksmatrix der Riickreaktionen

/— Vs Y1 0 . 0

so dab
@ =8, + 8, (20)
gilt.
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Die Eigenwerte der jeweils fiir sich allein betrachteten Dreiecksmatrizen §, oder §,
stimmen mit den Hauptdiagonalelementen dieser Matrizen iiberein.

§, enthilt nach Gl (14) fiir alle Matrixelemente die Elektronenkonzentration N als
Faltor,

K, = 85N, (21)

wobei &,* die von der Belichtung unabhéngige, konstante Matrix der Proportionali-
tatsfaktoren ;. * der einzelnen Ubergange ist.

4. Die Abweichung vom Reziprozititsgesetz

In der Darstellung der Belichtungsmatrix als Matrix-Exponentialfunktion gema8 Gl. (7)
ergibt sich bei der Zerlegung der Koeffizientenmatrix in &, und &, mit Gin. (20) und (21)

%(t) _ e&“y*-NH-vit (22)

Aus dem Exponenten der Matrix-Exponentialfunktion Gl. (22) a6t sich nur {, nicht
aber Nt ausklammern. B(t) hingt nur dann von dem Produkt Nt als einer einheitlichen
unabhingigen Variablen ab, wenn &, = 0 (Nullmatrix) ist, also alle Riickreaktionen
verschwinden, Dann gilt fiir reine Hinreaktionen

B(t) = e (A1) (23)

Die unabhingige Variable (Nt) im Exponenten von Gl. (23) ist das Zeitintegral der
Elektronenkonzentration N,

t
M = f N, (t)dt (24)
0

iir eine zeitlich konstante Elektronenkonzentration N,(z) = N = const, die man bei
einer Langzeitbelichtung ohne weiteres als gegeben voraussetzen darf, solange die Be-
lichtungsintensitidt wihrend der Belichtunssdauer konstant bleibt. Aber auch bei einer
veranderlichen Elektronenkonzentration N,(z) ist die Belichtungsmatrix eine Funktion
des Zeitintegrals der Elektronenkonzentration

%”) - e.@y.*M’j (25)

wiun die Riickreaktionen mit §, = 0 verschwinden und die in der Koeffizientenmatrix
verbleibenden u-Koeffizienten alle der gleichen Zeitfunktion N () proportional sind.
Bei alleinigem Vorliegen von Hinreaktionen wire die Belichtungsmatrix und damit
auch ihr unteres Eckelement eine Funktion von M = Nt, so dafi Gl. (6) bei Nieder-
intensitatsbelichtung fiir konstante photographische Wirkung auf

M = Nt = const (26)
fithren und mit Gl. (17) das Reziprozititsgesetz
Et = const (27)

ergeben wiirde.

Durch das Vorhandensein von Riickreaktionen bei realen photographischen Schichten
wird der einfache Zusammenhang zwischen der photographischen Wirkung — im End-
resultat der Schwirzung — und dem Zeitintegral der Elektronenkonzentration gestort.
Es tritt eine Abweichung vom Reziprozititsgesetz auf, die sich nur durch eine Analyse



Herleitung des ScawarzscHiLDschen Schwirzungsgesetzes 373

der verwickelten Reaktionszusammenhénge erfassen laft. Fir die mathematische Be-
handlung dieses Problems erweist sich der Matrizenformalismus als besonders vor-
teilhaft.

5. Reihenentwicklung der Belichtungsmatrix

Fiir die Herleitung des ScHWARzSCHILD-Gesetzes ist nur der Bereich der Schwiarzungs-
funktion von Interesse, in dem die Schwérzung in eindeutiger Weise mit den Parametern
der Belichtung variiert, also noch nicht in ihren Séttigungszustand iibergegangen ist.
Hierdurch wird die GroBe der in Betracht kommenden Belichtungen nach oben begrenzt.
Aber auch das Eckelement der Belichtungsmatrix Gl. (6) besitzt bereits einen Funktions-
verlauf mit Séttigungscharakteristik, Im Variationsbereich der Schwirzungsfunktion
sind daher nur hinreichend kleine Werte der Belichtung anzusetzen, die, je kleiner sie
sind, zu einer um so besseren Konvergenz der Reihen dieser Funktion fithren. Durch die
Reihenentwicklung werden Summen von Potenzprodukten gewonnen, die in ihrer Form
dem ScHWARzSCHILD-Gesetz Gl. (2) entsprechen.

Gemdal den zwei Darstellungsarten der Belichtungsmatrix nach Gl (7) und Gl (9)
kénnen zwei verschiedene, einander dquivalente Reihenentwicklungen von B(t) durch-
gefithrt werden. In beiden Fillen ist es notwendig, die besonderen Eigenschaften der
JacosI-Matrizen zu beriicksichtigen.

8.1, Jacobi-Matrizen

JacoBIi-Matrizen sind quadratische Matrizen, die dadurch gekennzeichnet sind, dal} nur
die Elemente der Hauptdiagonale und der unmittelbar benachbarten oberen und unteren
Parallelreihe von Null verschiedene Werte annehmen, wihrend alle anderen Eiemente
identisch verschwinden. Sie gehdren zu der Kategorie der Bandmatrizen, bei denen die
von Null verschiedenen Elemente ein parallel zur Diagonale liegendes Band bilden. das
bei Jacosi-Matrizen aus drei Parallelreihen besteht:

Ky K, 0O 0 0
K, K,y Ky, O 0
G — 0 Ky Ky Ky 0 (28)
0 0 Ky Ky 0
0 0 0 0 o Ky

Von dieser Form ist die Koeffizientenmatrix Gl. (13) und auch die daraus abgeleitete
charakteristische Matrix s — §. Bei der Reithenentwicklung der Matrix-Exponential-
funktion Gl. (7) nach [1, GIn. (22, 23)] sind héhere Potenzen von § zu bilden. Zur Her-
leitung der ScuwarzscHILD-Formel Gl. (2) braucht aber nach den Ausfithrungen im
Abschnitt 1. nur das untere Eckelement B, ermittelt zu werden.

Bei der Multiplikation von Bandmatrizen erweitert sich das Band um die Summe der
seitlich zur Hauptdiagonalen liegenden Parallelreihen. Jede Multiplikation einer Band-
matrix mit einer JacoBi-Matrix fiigt somit dem Band oben und unten jeweils eine
Parallelreihe hinzu. Daraus folgt, dafl das untere Eckelement erst bei der n-ten Potenz
der JacoBi-Matrix von den Parallelreihen der Bandmatrix erreicht und damit von Nuli
verschieden wird.

Die Verhiltnisse bei der Potenzbildung werden besonders iibersichtlich, wenn man die
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Jacopi-Matrix in drei Matrizen §,,, &, und §_;, die jeweils nur eine Parallelreihe ent-
halten, zerlegt,

S_t == S‘DH + .@0 + 9_1- (29)

Die Potenz der Summenmatrix Gl (29) 1468t sich leicht konstruieren; bei der Multi-
plikation bewirkt die Diagonalmatrix &, keine Verschiebung einer Parallelreihe, wiih-
rend die Matrix der unteren Parallelreihe §, eine Verschiebung um eine Reihe nach
unten und die Matrix der oberen Parallelreihe §,; eine Verschiebung um eine Reihe
nach oben bewirkt. Das untere Eckelement einer Matrix n-ter Ordnung wird nur von
solchen Potenzprodukten aus §.;, & und §_, beriihrt, deren Gesamtverschiebung n
Reihen unterhalb der Hauptdiagonale betrigt.

Bei der n-ten Potenz der Matrix & besteht das untere Eckelement (K,,)* nur aus den
Elementen Ky, der unteren Parallelreihe von Gl. (28) in Gestalt des Produktes aller
dieser Elemente. Bei héheren Potenzen gehen auch die Elemente der Hauptdiagonale
K, and — nach einem weiteren Potenzschritt — die Elemente der oberen Parallelreihe
K (-1 in zunehmend uniibersichtlicher werdender Weise in das Ergebnis ein. Es bereitet
jedoch noch keine groBeren Schwierigkeiten, das untere Eckelement der Potenzen von §
bis zu 712 nach der oben angegebenen Methode zu ermitteln; man erhilt:

(Kpo)<" =0 (30)
= [ [Kip-) (31)
k=1
(K o)ttt = (kHKk(Ic—l)) > K = (k]YKk(k—I)) Sp & (32)
=1 =0 =1

no g
(K n+2 (HKk(k l)) (Z )_: K'L’LK]] + KIOKOI —+ Kn(n—-l)K(n~1)n)
i

1=

=]
(=]

7 n i

= (kl 11 K.’((A ) ( S@S} )‘_6‘ k)j Ki'inj + KIOKGI _L Kn(n—-l) K(n—l)n) . (33)
—_ ?: 1=
i+

0
i
Hierbei ist
. n
Spst = 3 K, (34)
i=0

die Spur der Koeffizientenmatrix.

Die besondere Gestalt der Jacosr-Matrix wirkt sich auch bei der Bestimmung der
Elemente der Adjunktenmatrix 4,; zu der charakteristischen Matrix Gs — & aus. Zur
Berechnung des unteren Eckelementes der Belichtungsmatrix wird das untere Eck-
elemente der transponierten Adjunktenmatrix zu Gs — & gebraucht, das gleich der
Adjunkte zum oberen Eckelement ist. Diese Adjunkte ist aber eine Dreiecksdetermi-
nante, in deren Hauptdiagonale die Elemente der unteren Parallelreihe von & stehen; sie
ergibt sich daher zu

on :kn Kk(k—]) (35)
=1

— in Ubereinstimmung mit dem unteren Eckelement der n-ten Potenz von & nach
Gl (31). Es ist bemerkenswert, daf} in 4, die Eigenwerte s; nicht enthalten sind.



Herleitung des ScHwARZSCHILDschen Schwiirzungsgesetzes 375

5.2. Rethenentwicklung der Matriz-Exponentialfunktion

Die Belichtungsmatrix in Gestalt der Matrix-Exponentialfunktion wird nach (1,
Gln. (22, 23)] durch die Reihe

3

Bit) = oW = @+sw+stz +s‘3—+--- (36)

darstellt.

Da fiir die Beschreibung der Belichtungswirkung nur das untere IEckelement von
B(t) bendtigt wird, brauchen auch von den in Gl. (36) auftretenden Potenzen von §
nur die unteren Eckelemente bekannt zu sein, Mit den Ergebnissen des Abschnittes 5.1.
kann man sogleich den Anfang der Reihe von B,y(t) hinschreiben, wobei & in der spe-
ziellen Gestalt von Gl (13) verwendet wird:

By(t) = (Hm) ( - + (Spst) (nt%j‘, + ) (37)

Offensichtlich spielt die Spur der Koeffizientenmatrix Sp® eine wichtige Rolle beim
Aufbau der Glieder des zu einer Reihe entwickelten unteren Eckelementes der Belich-
tungsmatrix. Wie man am dritten Glied der Reihe mit Gl. (33) erkennt, gilt

n 2
A? Z ({u’i+l + ;) (Mj+1 + Vj) — Y] — YpVy < (2 (Ui + T’i)) » (‘38)
F=01i=0 i=0
so daf} dieses Glied durch den Ausdruck
i tn+2
Gris = (Sp&)? - (39)

(n + 2)!

majorisiert wird.

Fiir die folgenden Glieder der Reihe ist eine sinngeméle Fortsetzung zu erwarten, da
bei jeder Multiplikation der Bandmatrix mit der Koeffizientenmatrix die Elemente der
Hauptdiagonale um eine Reihe weiter in Richtung zum unteren Eckelement vorriicken,
was sich in der Weise auswirkt, daf) die Spur von §& als Faktor hinzutritt. Gleichzeitig
tritt auf Grund der Tatsache, daB die Ubergangskoeffizienten sowohl in der Spur als
auch in den Parallelreihen zur Hauptdiagonale — dort aber mit entgegengesetztem Vor-
zeichen — enthalten sind, eine Verkleinerung der Koeffizienten zu den Gliedern héheren
Indexes der Reihe ein. So ist die Reihe der Absolutbetrige von

n 00 t'n+h
t) A (Spsyk 40
0~ ([1m) 5 S0 5 | 4o
eine Majorante zu der Reihe der Absolutbetrdge von Gl. (37). Gl. (40) ist — nach Kr-
ginzung des Faktors (Sp{)" — eine Teilsumme der Reihenentwicklung einer Expo-

nentialfunktion, in der die ersten n-1 Glieder fehlen; diese Reihe konvergiert daher fiir
beliebige Werte von (Sp&) -t absolut. Bei hinreichend groflen Werten von (Sp$t) ¢
werden die Glieder dieser Reihe in ihrer Aufeinanderfolge zunéchst gréBer, nehmen aber
dann nach einem Umkehrpunkt in ihrer GréBe nur noch ab.

Die hier vorgelegte Herleitung kann sich nur auf solche Reihen stiitzen, deren Glieder
vom ersten Glied an absolut kleiner werden; anderenfalls wiirden die nicht genau be-
kannten héheren Glieder in uniibersehbarer Weise mit grofem Gewicht in das Ergebnis
eingehen. Fiir die absolute GréBenabnahme der Reihe Gl. (40) vom ersten Glied an ist
es hinreichend, wenn das zweite Glied absolut kleiner als das erste ist; dies fiihrt auf die
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Bedingung

Spst] < 1. 1)

n+ 1

Mit kleinen Werten von

o |SpK| gemil der Bedingung Gl. (41) erhédlt man aus der
Reihe Gl. (40) und damit auch fiir die absolut majorisierte Reihe Gl. {37) den Néherungs-

ausdruck

Bn() _ ( l Zj.[k) —'. (42)
k=1 i

3.3. Reihenentwicklung nach Potenzen der Eigenwerte und der Zeit

In der Darstellung der Elemente der Belichtungsmatrix nach Gl. (9) ist die Zeitabhin-
gigkeit nur in den Exponenten der Exponentialfunktionen e enthalten. Entwickelt
man diese Exponentialfunktionen in Reihen, so erhilt man Summen von Potenzpro-
dukten der EKigenwerte s; und der Zeit ¢.

Die Elemente der Adjunktenmatrix 4,,(E, s;), die als Polynome von s; endliche Summen
der Potenzen von s; darstellen, werden mit den Reihen der Exponentialfunktionen
kombiniert. Im Falle des unteren Eckelementes B,, ist das dazugehorige obere Eck-
element der Adjunktenmatrix nach Gln. (35) und (13) gegeben durch

n
"—1072 :151—71 P ; (4‘3)

besteht also ausschlieflich aus den Elementen der unteren Parallelreihe von § nach
Gl. (13) und enthélt keinen der Eigenwerte s;. Mit GL. (9) lautet somit das untere Kck-
element der Belichtungsmatrix

n n_—);l es;t
BHO - (qu’ﬂ,) L n+1 (44)
k=1 i=1 I] (s — s3)
i=1
j=Fi

und in der Darstellung mit Hilfe VaNDERMONDEScher Determinanten nach Gl (12)

) V(Sla eees Syt Sin = esﬂ:) (45)

By =
¢ (kq o V(Slp ey 8n+1)

Entwickelt man die Exponentialfunktionen e’ in der Ziahlerdeterminante in Reihen,
g0 kann man den Zihler in Form einer Reihe von Determinanten schreiben,

» }j 1;_1 vj(sl, ey Sn+1;8]-n$ 8?1)
B,, = (HMk) = . (4(3)

Vis1, ey Sus)

Es ist ersichtlich, daf} alle Determinanten in der Reihe des Zihlers verschwinden, tiir die
i << n ist, da dann jeweils zwei Spalten dieser Determinanten miteinander iibereinstim-
men. Im Falle ¢ = # stimmt die Determinante des n-ten Gliedes der Zéhlerreihe mit der
VanpErRMONDEschen Determinante des Nenners iiberein, ihr Quotient ergibt also den
Wert 1. Etwas komplizierter wird die Bestimmung der hoheren Glieder der Reihe.
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VerhiltnisméBig leicht findet man noch das Glied fiir ¢ = » + 1. Der Quotient ergibt
die Summe aller Eigenwerte,

I/(S]a"')sn-#l 7S]n:$ Sjn+1) ntl

= 84, 47
V(Sb LR Sn+1) ;ii:; ! ( )

welche nach dem Vifiraschen Wurzelsatz gleich der Summe der Hauptdiagonalelemente
von §, d. h., der Spur der Koeffizientenmatrix, ist:

n+1 )

i=1

Damit lassen sich bereits die beiden ersten von Null verschiedenen Glieder der Reihe
von B,, angeben,

3 " n;{;l fr+l

es erweist sich also die volle Identitdat der Gln. (37) und (49), die sich — wie man aus
dem Koeffizientenvergleich schliefen kann — auch auf alle folgenden Glieder der Reihen
bezieht. Fir die Konvergenz der Reihe Gl. (49) gelten daher ebenfalls die Aussagen des
Abschnittes 5.2,

6. Die GréBenverhiiltnisse der Ubergangskoeffizienten

Die physikalischen Grundlagen fiir die Abschiitzung der Grofienverhiltnisse zwischen
den Ubergangskoeffizienten sind in [3, 6] erdrtert. Fiir die folgenden Uberlegungen wird
angenommen, daf} die Ubergangskoeffizienten der Hinreaktionen alle von etwa gleicher
Grollenordnung sind, da sie alle gleichermafien von der Elektronenkonzentration und
der Adsorptionswahrscheinlichkeit der Keime fiir Elektronen abhéingen. Dagegen unter-
scheiden sich die Ubergangskoeffizienten der Riickreaktionen sehr stark in ihrer (3r6Ben-
ordnung. Mit der von MITCHELL [7] vertretenen und heute allgemein akzeptierten Aut-
fassung [8], daf die erste Keimstufe eine nur sehr geringe Stabilitét besitze, wihrend
die hoheren Keimstufen aullerordentlich stabil seien, wiirden nur beim Ubergang von
der ersten zur nullten Keimstufe bedeutende Riickreaktionen auftreten, wogegen die
Riickreaktionen zwischen den héheren Stufen zu vernachliissigen wiren. Anhand der
Ausdehnung des Giiltigkeitshereiches des ScHWARZSCHILDschen Schwirzungsgesetzes
realer photographischer Schichten kann man auf der Grundlage der hier behandelten
Theorie abschdtzen, dafl v, alle anderen Riickreaktionskoeffizienten um den Faktor 107
bis 1010 iiberragt. In der Spur der Koeffizientenmatrix spielt daher der Summand -—», die
entscheidende Rolle; fiir den Bereich kleiner Intensititen und damit auch Elektronen-
konzentrationen kann man die Spur der Koeffizientenmatrix durch den Riickreaktions-
koeffizienten der ersten Keimstufe ersetzen,

lim Spft ~ —, (50)

E—0

Dies bedeutet, daB in der Koeffizientenmatrix Gl. (13) auch von vornherein Vs = 0
gesetzt werden darf, wodurch sich die Ableitungen bedeutend vereinfachen. Da die
Reaktion von der nullten Keimstufe ausgeht, ist in dieser Matrix auch », = 0.
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7. Yereinfachung des Reaktionssystems durch Vernachlissigung von Riickreaktionen

Mit der Vernachlissigung der Riickreaktionen in den hoheren Stufen verlduft die Reak-
tion nach folgendem Schema:

d4r Ly &3 g 45

T P . -

Lo o Ly G oo

Lo/

In Verlauf der Reaktion stellt sich zwischen der nullten und der ersten Keimstufe ein
Gleichgewichtszustand ein. Beide Stufen zusammen sind dann wie eine Stufe zu be-
trachten. In den héheren Stufen treten nur Folgereaktionen auf.

Die aus dem Schema zu entnehmende Koeffizientenmatrix

‘—Iu‘ 'Vl O O . 0
,ul _('UQ + Vl) 0 O 0
o 0 u —u 0o . 0 -
f = 2 3 (51)
0 0 Hy 0
0 0 0 0 —Hpi1

ist bis auf die oben links befindliche Untermatrix vom Rang 2 eine Dreiecksmatrix. Die
charakteristische Determinante 148t sich daher bis auf die Determinante der nicht-
dreieckigen Untermatrix &, als Polynom schreiben,

N 8 + ‘ul _vl w1
Gs — ] = s + i) 52)
—M1 S T+ 'Eg ( ) (
Damit sind die Eigenwerte s; = —pu3 bis 8,41 = — tny durch die Hinreaktionskoeffi-

zienten gegeben. Aber auch die ersten beiden Eigenwerte lassen sich leicht als Wurzeln
der quadratischen Bestimmungsgleichung

o _
§ 4“ L4} _ 0 (53)
—p S+ s+ 7
erhalten,
M1+M2+V1( ]/ Hy * Mo )
S, = —— 14+ |/1 —4 . 54
i 2 (th + prz + 1)? 5

Unter Beriicksichtigung der im Abschnitt 7. angefithrten GroBenverhéltnisse zwischen
den Ubergangskoeffizienten gilt fiir den Bereich kleiner Intensititen naherungsweise

8 &~ Splty &~ —ny (55)
55 & 0, (56)

8. Reziprozititsgesetz und Schwarzschild-Gesetz

Nach den Ausfiihrungen im Abschnitt 4. ist das Reziprozititsgesetz stets dann erfiillt,
wenn am Keimaufbau nur Hinreaktionen beteiligt sind. Das Reziprozititsgesetz ist
niherungsweise erfitllt, wenn die Spur der Koeffizientenmatrix einschlieflich der Riick-



Herleitung des ScHwarzsCHILDschen Schwiirzungsgesetzes 379

reaktionskoeffizienten sehr klein ist, so dal die Reihe Gl. (37) bzw. Gl. (49) stark konver-
giert und man sie nach dem ersten Glied abbrechen kann. Es gilt dann mit Gl. (42)
tur B, = const gemill Gl (6) unter Beriicksichtigung der Proportionalitit aller u-
Koeftfizienten zur Elektronenkonzentration N nach Gl. (14)

N#n = const (57}
und fiir geringe Intensitdten nach Gl (17)
E -t = const. (58, 27)

Dieser Fall ist aber physikalisch wenig real; denn mit nichtverschwindenden, konstanten
r-Koeffizienten 146t sich die Spur von & bei Verminderung der Intensitdt nur bis auf
einen durch die Summe der »-Koeffizienten gegebenen Grenzwert senken. Nach der
Konvergenzbedingung, Gl. (41), miilte aber auch ¢ unterhalb eines gewissen Maximal-
wertes bleiben, kénnte also nicht beliebig ,,reziproks zur Intensitit £ anwachsen. Die
hierbei im Reziprozititsbereich vorgenommenen Belichtungen wiirden im allgemeinen
so gering sein, dal} sie zu keiner nachweisbaren Schwirzung fiihren.

Geht man davon aus, daBl zwischen den Ubergangskoeffizienten Gréfenverhiltnisse
bestehen, wie sie im-Abschnitt 6. angegeben wurden, so tritt mit kleiner werdender In-
tensitdt und damit niedrigerer Elektronenkonzentration der konstante Riickreaktions-
koeffizient der ersten Keimstufe », immer stirker gegeniiber allen iibrigen Koeffizienten
in den Vordergrund. Mit den im Abschnitt 7. angegebenen Veremfaohungen 1aBt sich
die in Gl. (44) enthaltene Differenz der Eigenwerte s; — s; durch

8]‘ — 8§ =~ "1 (59)

ersetzen. Von den Summanden in Gl. (44) verschwindet derjenige mit dem Eigenwert s,
im Exponenten, da fiir grole Werte von »,¢

: e*vlf
nl = oo — (60)

="

1st. In allen anderen Summanden von Gl. (44) tritt die Differenz Gl. (59) je einmal auf,
so dall man aus der gesamten Summe den Faktor 1/v; ausklammern kann.
Das untere Eckelement der Belichtungsmatrix nimmt somit nach der Beriicksichtigung
der GroBenverhiltnisse der Koeffizienten die Gestalt

1 nt1 st _
Et)f\/(nﬂk)lljé 7—1’_*_].— (()1)

I (s;—s3)

i=2

j*i
an, in der die Summe gegeniiber Gl. (44) um eine Stufe reduziert ist. In dieser Sunune,
die die Reaktion in den héheren Reaktionsstufen k& = 2 beschreibt, sind gemil den im
Abschnitt 7. eingefithrten Vereinfachungen keinerlei Riickreaktionskoeffizienten mehr
enthalten; es gilt also hierfiir das Reziprozititsgesetz. Entwickelt man allerdings diese
Summe in eine Reihe nach Potenzen von ¢, so besitzt die niedrigste darin vorkommende
Potenz den Grad » — 1, da die dem Hauptnenner von Gl. (61) entsprechende VANDER-
MoNDEsche Determinante im Vergleich zu Gl. (10) die Gestalt

2 -1
1 s, s, .8
1 83 8,2 L8t
n-+1 3 3 3
. — — -1 3
Visg, ooy Spq) = JJ (85 —8:) = |1 s, 8,2 . 8" (62)
ij—2
l>i ------------
2 n—1
Loy sn1 - sa
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annimmt (vgl. Abschn. 5.3.). Die Reihenentwicklung von Gl. (61) ergibt daher analog
zu Gl. (49)

BnOE t) (H;uk) 1 |:_ti_ (2-% )tn i "7}’ (63)

v {(n— 1)
worin

nt1
D 8= Sps, (64)
j=2

die Summe der abziiglich s, verbleibenden Eigenwerte bzw. die Restspur der Koeffi-
zientenmatrix ist. Fir diese Restspur gilt nun mit Sicherheit, dal} sie mit abnehmender
Intensitédt der Belichtung ebenfalls gegen Null geht. Die Konvergenzbedingung Gl. (41)
kann bei einer Reihenentwicklung, in der nur die Restspur Sp§, auftritt, noch in Be-
lichtungsbereichen erfiillt sein, in denen die vollstindige Spur der Koeffizientenmatrix
Spf mit den entsprechenden Werten der Belichtungszeit t zu Gl. (41) im Widerspruch
stehen wiirde. Die Ausdehnung dieses Belichtungsbereiches entspricht dem GréBen-
verhéltnis zwischen » und dem néchstniedrigeren »-Koeffizienten; das sind nach den
Ausfiihrungen im Abschnitt 6. etwa 7 bis 10 Zehnerpotenzen. Wegen der in diesem Be-
lichtungsbereich sehr guten Konvergenz der Reihe Gl. (63) kann man diese nach dem
ersten von Null verschiedenen Glied abbrechen und erhilt dann analog zu Gl. (42) fiir

f ,
— 19pf | <

1 -1
Durch Einsetzen der M-Koeffizienten Gl. (14) folgt hieraus
1
BB, 1) ~ (W ]],uk N)ngn-1 (66)

und mit Gl. (17) fiir niedrige Intensitidten der Belichtung
B, (E t) ~ o"E™"-1, (67)
Der Faktor

w " LA .
= T T 1!:71 Pk (68)

enthalt nur konstante, von der Belichtung unabhéngige Grollen, die die Empfindlichkeit
der Reaktionswirkung gegeniiber der Belichtung beeinflussen.

Setzt man nun das untere Eckelement der Belichtungsmatrix Gl (66) gemill G. (6)
konstant, so folgt daraus entgegen Gl. (57)

Nmn-1 — const, (69)

Fiir niedrige Intensititen ergibt sich aus Gl (69) mit Gl. (17) oder aus Gl (67) mit
o = const das ScHWARzsCHILDsche Schwirzungsgesetz fitr konstante Schwérzungen

Etr = const (70, 2)

mit dem SCHWARZSCHILD-Exponenten

1
-1 - — |
P - (71}
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9. Erweiterungen des Schwarzsehildschen Schwiirzungsgesetzes

Das Wesen des ScuwarzscHILD-Effektes besteht in dem Unterschied zwischen den
Reaktionsordnungen der Intensitit und der Zeit der Belichtungen bei der kinetischen
Reaktion der Bildung von Entwicklungskeimen auf den Silberhalogenidkristallen in der
photographischen Emulsion. Nach Gl. (65) ist die Ordnung von t um eine Stufe niedriger als
die Ordnung von u. Die Verringerung der zeitlichen Ordnung um eine Stufe wird durch
diejenige Reaktionsstufe verursacht, in der eine Gleichgewichtsreaktion stattfindet,
Wenn zwischen mehreren Reaktionsstufen ein Gleichgewichtszustand eintritt, verringert
sich die zeitliche Ordnung um die entsprechende Stufenzahl. Die Herleitung einer
ScawARzsCHILD-Formel fiir den Fall mehrerer Gleichgewichtsstufen erfolgt in &hnlicher
Weise wie im Abschnitt 8. Sind beispielsweise m Riickreaktionskoeffizienten gegeniiber
den iibrigen Koetfizienten sehr groB3, so treten diese in der Spur der Koeffizientenmatrix
enthaltenen »-Werte auch als Eigenwerte auf. In der Summe Gl. (44) verschwinden dann
alle Summanden mit Exponentialfunktionen zu diesen Kigenwerten. Aus den ubrigen
Summanden lassen sich die m»-Werte mit Naherungen entsprechend Gl. (59) ausklam-
miern, und es verbleibt eine Summe von n-m Stufen, in der bei der Reihenentwicklung
nach Potenzen von ¢ die niedrigste Potenz den Grad n-m besitzt. Anstatt Gl. (67) gilt
daher allgemeiner

BB, t) &~ o"Err-m (72)

d. h., das ScawaRrzscHILDsche Schwirzungsgesetz Gl. (70) mit dem SCHWARZSCHILD-
Exponenten

p—1—2 (73)
n

Beim photographischen Prozel} tritt dieser Fall offenbar auf, wenn die Belichtungszeit
extrem grol} wird. Im Bereich der Normalbelichtung scheint sich nur in der ersten Stufe
die Gleichgewichtsreaktion auszuwirken, wiithrend die anderen Stufen niherungsweise
als Folgereaktionsstufen betrachtet werden kiénnen. Sind die »-Werte in ihrer Gréflen-
ordnung gestaffelt, so muf} bei fortschreitend verringerter Intensitdt und entsprechend
vergrolerter Zeit der Belichtungen zwischen den einzelnen Reaktionsstufen nachein-
ander der Gleichgewichtszustand eintreten. Der ScHwaRzscHILD-Exponent p nach Gl
(73) wird hierbei allméhlich gegen den Grenzwert p = 0 gehen, der fiir m = n exakt er-
reicht ist. Der Wert von p weist im allgemeinen flieBende Ubergiinge auf, da man den
Wirkungshereich der einzelnen Reaktionen nicht genau abgrenzen kann. Auch treten
Abweichungen von der nach Gl. (71) zu erwartenden Ganzzahligkeit von » auf, da in
einer photographischen Emulsion vor der Belichtung stets Keime verschiedener An-
fangsstadien vorliegen.

Gl (70) gilt fir den von ScHwaARzZsCHILD [11] untersuchten Fall der Belichtung bei
niedriger Intensitéit und langer Belichtungszeit, wie er fast immer bei photographischen
Aufnahmen astrophysikalischer Objekte vorliegt. In diesem Belichtungsbereich gilt fir
den ScHwARZSCHILD-Exponenten 0 < p << 1. SCHWARZSCHILD regte seinerzeit Kron
[12] an, die photographische Schicht auch im Belichtungsbereich hoher Intensitdten und
kurzer Belichtungszeiten hinsichtlich der Abweichungen vom Reziprozititsgesetz zu
untersuchen. Kron fand, dal} in diesem Belichtungsbereich der ScHwarzscHILD-Expo-
nent Werte zwischen 1 und 2 annimmt. Das Ubergang%gebiet beider Belichtungsbereiche
konnte er fir ,,Kurven konstanter Schwérzung* im log E-log(E£t)-Diagramm (heute:
Kronsche Reziprozititsfehlerkurven) durch die Kettenlinienfunktion bheschreiben.
Einen dhnlichen Funktionsverlauf erhidlt man auch, wenn man in Gl. (69) die Elek-
tronenkonzentration nach Gl. (15) einsetzt, die fiir den gesamten Bereich der Normal-
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belichtung gilt. Dies setzt voraus, dal} die Zeit, in der sich der Gleichgewichtszustand
zwischen der nullten und der ersten Keimstufe einstellt, gering gegeniiber der Zeit ist,
in der die Elektronenkonzentration ihre Sattigung erreicht. Wegen der auBlerordentlich
groflen Instabilitit der ersten Keimstufe ist eine solche Annahme sicher real. Fallt man
die Konstanten in Gl. (15) zu der Abkiirzung

0 _ (74)

KeXg

zusammen, so erhdlt man aus Gl. (69) mit Gln. (6), (15), (71) und (74)

(]/1 -+ all — 1) 1?» — const. (75)

Untersuchungen experimenteller Reziprozititsfehlerkurven durch den Verfasser [13]
ergaben, dafi in Gl. (75) gewisse Abweichungen von der Quadratwurzel auftreten. Die
empirischen Ergebnisse lassen sich besser durch die Gleichung

[(1 4+ aE)® — 1]tP = const (76)
1
darstellen, wobei der Exponent b zwischen 7 < b < 1 liegt. Fiir niedrige Schwirzungen

strebt b nach [13] gegen 1/2. Das ScuwarzscHiLDsche Schwirzungsgesetz Gl. (70) ergibt
sich aus Gl. (75) oder Gl. (76) asymptotisch fiir niedrige Belichtungsintensititen.

10. SchluBbetrachtungen

In der vorstehend wiedergegebenen Herleitung der ScewarzscHILD-Formel Gl (70)
(bzw. in der Erweiterung fiir den ganzen Normalbelichtungsbereich gemafl Gl. (75)) aus
der Belichtungsmatrix wurden spezielle Annahmen beziiglich des Anfangsvektors der
Keimkonzentrationen ¢(0) und des Zeilenvektors der Entwicklungswahrscheinlichkeiten
v gemacht. Die Ausgangsgleichung (3) gilt selbstverstandlich dariiber hinaus allgemein.
Insofern ist es trotz des durch Gl. (71) gegebenen Zusammenhanges zwischen der Keim-
stufenzahl » und dem ScHWARZSCHILD-Exponenten p, der nur fir unsensibilisierte
Photoemulsionen mit Anfangskeimen der Stufe £ = 0 besteht, sinnvoll, beide Grélien
zu trennen. Auf diese Weise kénnen auch Anfangskeime héherer Stufen beriicksichtigt
werden. Unter Verwendung der vereinfachten Darstellung fiir das untere Eckelement
der Belichtungsmatrix nach Gl. (67) mit Gl. (71) 148t sich der Exponent im Integranden
der Schwirzungsfunktion Gl. (1) durch

2B, 1, ) = V(a) (cBP) cy(0) (77)
darstellen, Die Grofle Z(E, t, a) besitzt (vgl. {1]) die physikalische Bedeutung der mitt-
leren Entwicklungskeimbesetzungszahl der Silberhalogenidkérner vom Kornradius a.
In gleicher Weise ist

2(0, a) = V(a)eo(0) (78)

die mittlere Anfangskeimbesetzungszahl der Kérner vom Radius a. Somit lautet die
Schwirzungsfunktion fiir einen , SCHWARZSCHILD-Bereich‘ der Belichtung:

e
S _
S(E, 1) = ;; f f ao(a) (1— e (#2)oBr)20.0)) dade. (79)
0
090

In dieser Form der Schwirzungsfunktion laBt sich das Integral relativ leicht auswerten.
Dies hingt noch von der KorngréBenverteilungsfunktion e(a) ab. Fiir Kérner gleicher
GroBe ergibt Gl. (79) bei alleiniger Integration iiber die Schichtdicke eine Exponential-
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integralfunktion [10], wenn man fiir ¢(x) eine Kxponentialfunktion der Form e#*
annimmt (vgl. Untersuchungen von MErz iiber den Strahlungstransport in der tritben
Emulsionsschicht [4, 5]). Die Schwirzungsfunktion Gl (79) hingt — wie bereits im
Abschnitt 1. erwihnt — von dem ScEwarzscuiLD-Produkt Et? als einheitlicher unab-
hingiger Variablen in der von ScuwaRrzscHILD gefundenen Form 8 = f(Etr)y ab. Gl (3)
gilt fiir jede Klementarschicht, wenn man anstelle der Intensitit vor Kintritt des Lichtes
in die Schicht die effektive Intensitit Eo; = Ep(x) in der Schichttiefe x einsetzt. Der
ScawarzscHILD-Effekt findet seine physikalische Begriindung allein durch die kineti-
schen Reaktionen des Keimaufbaus im Kristallgitter des Silberhalogenids; er hat mit
dem geometrischen Autban der Schicht und der Grofe und Verteilung der Korner in der
Emulsion nichts zu tun.

LaBt man fiir (0, @) in Gl. (79) auch Anfangskeime der hoheren Stufen zu, so stellt die
GroBe n die Differenz zwischen der kritischen Keimstufe, bei welcher die Entwicklung
des Silberhalogenidkornes ausgelést wird, und dem nach den Konzentrationen der ver-
schiedenen Anfangskeime gewichteten Mittelwert der Keimstufen unterhalb der kri-
tischen Stufe dar. Diese Differenz, die die Bedeutung der Bruttoreaktionsordnung be-
sitzt, kann nicht kleiner als 1 werden, da sonst die Belichtungswirkung nicht nach-
gewiesen werden konnte [14, 15]. Andererseits kann, wie experiment elle Untersuchungen
[14, 15] ergaben, die Differenz zwischen der mittleren Anfangsstute und der kritischen
Keimstufe auch nicht gréBer als 4 werden. Die Keimstufenzahl » = 4 entspricht nach
Gl (71) einem ScEwarzscHILD-Exponenten p = 0,75, der in dieser Grofie bei vielen
unsensibilisierten Photoschichten gefunden wird. Dieses Ergebnis kann physikalisch so
interpretiert werden, daB ein Keim erst dann entwickelbar wird, wenn er im Reaktions-
verlauf mindestens 4 Elementarbestandteile — offensichtlich Silberatome — angehéuft
hat, die sich auf der Kristalloberfliche in dichtester Packung zu einem raumlichen
Gebilde anordnen, das das Schutzpotential an der Phasengrenze Kristall/Entwickler-
lésung zu durchstoBen und damit den ganzen Kristall dem Zugritf des Entwicklers
treizugeben vermag. ‘

Das ScawarzscHILDsche Schwirzungsgesetz erweist sich als einreaktionskinetisches
Niherungsgesetz fiir mehrstufige Reaktionen, wobei die reaktionsbeeinflussenden
GriBen Intensitit und Zeit wegen des Eintretens von Gleichgewichtszustinden zwischen
einzelnen Stufen in ungleicher Weise in die Bruttoreaktion eingehen.

In verallgemeinerter Form ist das ScHwarzscHILD-Gesetz flir konstante Reaktions-
wirkungen mit Hilfe cines Potenzproduktes von & EinfluBgrofien z; darstelibar:

R
I [ #i# = const. (S0)

=1

Tiir die Ermunterung zur Untersuchung der theoretischen Grundlagen des SCHWARZ-
scurLpschen Schwirzungsgesetzes und wohlwollende Férderung sei Herrn Prof. Dr.
WempE und Herrn Prof. Dr. MELcHER herzlich gedankt. Herrn Dr. DovkE gilt mein
besonderer Dank fiir eine intensive Problemdiskussion, die wesentlich zur Klarung der
Zusammenhinge beitrug.

Bei der Redaktion eingegangen: 10. 10. 1973
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