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Zur analytischen Darstellung der Schwar zungskurve. |1
Die Belichtungsmatrix

E. GERTH

AdW der DDR ZIAP, Astrophysikalisches Observatorium Potsdam
Zusammenfassung

Es wird eine analytische Darstellung der Schwérzungskurve angegeben, in der die Dicke der Emul-
sionsschicht und die KorngrofRenverteilung berticksichtigt sind. Die Entwicklungskeimbesetzungszahl eines
Silberhalogenidkorns ergibt sich aus der vor der Belichtung im Korn enthaltenen Keimbesetzung durch
Multiplikation mit einem von der Belichtung abhangigen Wahrscheinlichkeitsfaktor, der Belichtungs-
funktion. Die mehrstufige kinetische Reaktion des Keimaufbaus stellt eine Markowsche Kette dar, deren
Transitionsmatrix — hier als Belichtungsmatrix bezeichnet — das Reaktionsgeschehen bei der Belichtung
beschreibt. Die Komponenten der Belichtungsfunktion ergeben sich aus der Belichtungsmatrix durch
Multiplikation mit dem Zeilenvektor der Entwicklungswahrscheinlichkeiten fir die Keime der einzelnen
Resaktionsstufen.

Die Bedlichtungsmatrizen besitzen eine Reihe charakteristischer Eigenschaften. Von besonderer Bedeutung
far die Erkldrung und anaytische Beschreibung photographischer Doppelbelichtungseffekte sind Folge-
rungen aus der Nichtkommutativitét der Matrizenmultiplikation. Aus der Belichtungsmatrix lassen sich eine
Anzahl photographischer Gesetzméaldigkeiten, u. a. das scrHwarzsciHLbsche Schwérzungsgesetz, herleiten.

Summary

An analytical representation is given of the characteristic curve, where the thickness of the emulsion layer
and the grain size distribution are taken into consideration. The development speck-population number of a
silver halide grain follows from the speck population existing in the grain before exposure, multiplied by a
probability factor depending on the exposure.

The multistage kinetic reaction of speck build-up represents a Markov chain, the transition matrix of which
— here named exposure matrix — describes the reaction occuring with exposure. The components of the
exposure function follow from the exposure matrix, multiplied by the row vector of the development
probabilities for the individual reaction stages. The exposure matrices have a number of characteristic
properties. Especially important for the explanation and analytical description of photographic double
exposure effects are deductions from the non-commutativity of the matrix multiplication. From the exposure
matrix one can derive a number of photographic regularities, e. g. the schwarzscHiLp blackennig law.

Peziome

YaureBasg TOJIUHY 5MYILCHOHHOTO CJIOA M pacHpejelieliie 3eper [0 pasMepaM gaeTcs aHa-
INTAYECKOE NpefcTaBieHne KpPUBOH nouepHeHuA. YuciIo HeHTpoB, HPOABIEHHE, 3AHUMAIINNX
O/IHO 3EepHO TamoreHnfga cepelpa, HoJydaeTcd M3 HACETEHHOCTH 3epla MEeHTPaMU X0 SKCIOBH-
OUU HYTeM YMHOKeHHA Ha (JaKTOpP BEPOATHOCTH, 3ABUCATINN OT BKCIOBHIIMI, T. €. HA QYHKLHIO
DKCTIO3NITNM. '

Muorocrymennad HKHUHETHUYECKAsa PeaklUA CHHTe3a IeHTPOB IpefcraBider coboii mens Map-
KOBA, MAaTpuIa Iepexojsa KXoropoifi — 3gech 0003HAUEHA MATPHIEH DKCIIOBUINA — OIIUCHIBACT
peasImo, IpU OKCIO3WONA. HOMMOHEHTH QYHKIMH SKCHO3HINNM I[OJIYYAKTCA M3 MaTpUIH

Abstract: www.ewald-gerth.de/43abs.pdf — attached at the end of this article
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HKCIIOBUINH YMHOREHNEM HAa BEKTOP-CTPOKY BEPOATHOCTH IPOABJIEHUWA A TEHTPOB OT-
TeNLHBIX CTYICHe pearIun.

Marpuusl sxcnosuiuu 06Iafa0T PALOM XapaRTEPHCTUYECKHX CBOHCTB. Oco0eHHO BarkHBIM
1A o0BACHEHUA U AHAINTUYECKOTO omHcanyusa gororpadudecknx sddPeKrTOB IBOHHEIX SKCIO3H-
Uil ABIAKTCA BHIBOAH U3 HEKOMMYTATUBHOCTH YMHOMeHHU: Marpuy. M3 marpumoel skcnosn-
UMM MOKHO BHBOJUTE HECKONBEO doTorpaguuecKNX 3aKOHOMEDHOCTell, MemIy IpounM H
3aKoH mouepHeHus IIBAPIIMNIBIA.

Die analytische Formulierung des funktionalen Zusammenhanges zwischen den Para-
metern der Belichtung und der nach der Entwicklung der Photoschicht resultierenden
Schwirzung ist seit Anbeginn der Forschung auf dem Gebiet der wissenschaftiichen
Photographie ein Kardinalproblem. Grundsétzliche Losungen dieses Problems wurden
bereits durch Arbeiten von SVEDBERG [1], STLBERSTEIN und TRIVELLI [2], SILBERSTEIN
[3] und ZEITLER [4] bekannt, die aber alle noch den Mangel aufweisen, dafl die Funktion
der als Resultat der Belichtung auf den Silberhalogenidkristallen entstehenden Ent-
wicklungskeime hinsichtlich ihrer physikalischen Bedeutung nicht eindeutig geklirt
wurde.

Die SvEpBERGsche Formulierung der Schwirzungsfunktion

S =8, (1 —e=) (1)

(S Schwirzung, 8, Sattigungsschwarzung, z mittlere Entwicklungskeimbesetzungszahl
je Korn), die aus der Poissonschen Verteilungsfunktion fiir den Fall hergleitet wurde,
daB ein Entwicklungskeim auf der Kornoberfliche ausreiche, um das ganze Korn ent-
wicklungsfihig zu machen, kann auch heute noch in Sonderfillen — z. B. fiir die Ront-
genschwirzungskurve oder die Schwirzungskurve einer Elementarschicht mit Kérnern
gleicher GroBe — als giltig angesehen werden. Die SILBERSTEINsche Interpretation der
GroBe 7 als mittlere Quantentrefferzahl, fur die ein linearer Zusammenhang mit der
Entwicklungskeimbesetzungszahl angenommen wurde, ist aber vom Standpunkt der
von GURNEY, Mort und MircHELL [5, 6] begrindeten Keimstufentheorie nicht mehr
vertretbar.

Die physikalische Deutung und die darauf aufbauende analytische Formulierung der
Funktion der Entwicklungskeimbesetzungszahl und ihre Einbeziehung in die allgemeine
Schwirzungsfunktion ist der Gegenstand der folgenden Darlegungen.

Fiir eine einheitliche Art von Ausgangskeimen im Kristallgitter 18t sich die Grofe z
in drei Faktoren aufspalten,

z = VBe(0). @)

Hierin ist ¢(0) die vor der Belichtung in dem Silberhalogenidkristall anzutreffende An-
fangskonzentration von Keimen, beispielsweise Reifkeimen. Mit dem Kornvolumen V
gibt dann V¢ (0) die Anfangskeimbesetzungszahl des Kornes an. B = B(E, ) ist ein
von den Parametern der Belichtung — Intensitit £ und Zeit ¢ — abhingiger Wahr-
scheinlichkeitsfaktor, der den Anteil der durch den Belichtungsvorgang zu Entwicklungs-
keimen umgewandelten Keime bestimmter Art angibt. Somit macht B auch eine Aus-
sage dariiber, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein einzelner im Kristallgitter vorhandener
Keim durch die Belichtung entwicklungsfahig wird. Die GroBe B wird deshalb als die
Belichtungswahrscheinlichkeitsfunktion oder kurz als Belichtungsfunktion der betref-
fenden Keimart bezeichnet.

Wenn im Silberhalogenidkristall verschiedene, mit i indizierte Arten von Anfangs-
keimen ¢; (0) vorliegen, so ist Gl. (2) durch die Summe

="V Y Bi(0) (3)

1
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zu ersetzen, in der die GréBen B; die Belichtungswahrscheinlichkeiten der Anfangskeime
darstellen. Diese werden als Komponenten der Belichtungsfunktion bezeichnet.

Durch Gln. (2) und (3) wird die von TRIVELLI [7] gefundene Abhéingigkeit der Empfind-
lichkeit der Silberhalogenidkérner vom Kornvolumen zwanglos erfafit. V ist eine Funk-
tion des Kornradius. Wenn sich das empfindliche Volumen des Silberhalogenidkornes
nur auf eine Schale bestimmter Dicke unterhalb der Kornoberfliche erstreckt, geht die
Abhéngigkeit der Empfindlichkeit vom Kornvolumen in eine Abhingigkeit von der
Kornoberflache iiber.

Mit den Komponenten der Belichtungsfunktion lifit sich die Schwirzungsfunktion
unter Beriicksichtigung des Schichtdickeneffektes und der KorngroBenverteilung fol-
gendermafen formulieren:

g pAld —V (@) BB p(z),1)ci(0)
S =2 ffa%)(a)(l—e ‘ )dadx (4)
az%o 0

Hierin bedeuten (auBler den bereits genannten Symbolen): ¢ Kornradius der auf Kugel-

gestalt reduzierten Silberhalogenidkorner, o2 quadratischer Mittelwert der Kornradien,
w(a) Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Kornradien, V(a) vom Kornradius
abhangiges empfindliches Volumen des Silberhalogenidkristalls, 2z Schichttiefe, z,
Schichtdicke, ¢{x) schichttiefenabhingige Verteilungsfunktion der Lichtintensitit in
der unentwickelten Schicht.

Zur Auswertung dieses sich tiber die Schichttiefe x und den Kornradius @ erstreckenden
Doppelintegrals ist die Kenntnis der Komponenten der Belichtungsfunktion erforderlich,
fiir die in diesem Beitrag eine analytische Formulierung angegeben werden soll.

Die Grundlage fiir die mathematische Behandlung dieses Problems bildet die Keim-
stufenhypothese, welche besagt, dafl die Keime im Silberhalogenidkristall unter der
zeitlichen Binwirkung des Lichtes eine endliche Anzahl qualitativ unterschiedlicher
Reaktionsstufen durchlaufen, wobei nur Keime bestimmter Stufen die photographische
Entwicklung auslosen.

4 CAdivy di+z
Ci-r | G | iy

Vi | ¥ Vis |
Abb. 1. Schema einer mehrstufigen kinetischen Gleichgewichtsreaktion. ¢ Index der Reaktionsstufe,
¢ Keimkonzentration, p Ubergangskoeffizient der Hinreaktion, » Ubergangskoeffizient der Riick-
reaktion. Die Keimzustinde sind durch Rechtecke und die Ubergiinge durch Pfeile gekennzeichnet.

Die einzelnen Reaktionsstufen werden in einer linearen Kette gemall dem in Abb. 1
dargestellten Schema durchlaufen. Die GroBen ¢; sind die Keimkonzentrationen der mit
i indizierten Reaktionsstufen. Die Keime in den einzelnen Stufen besitzen unterschied-
liche physikalische Eigenschaften; sie sind mit den oben genannten Keimarten
identisch. Die Reaktionsgeschwindigkeit wird durch die Ubergangskoeffizienten p; und
»; bestimmt.

Zunichst einige Bemerkungen zu den Ubergangskoeffizienten: Die Koeffizienten u;
der Hinreaktionen sind der von der Belichtung im Kristallgitter hervorgerufenen
Elektronenkonzentration N proportional,

pi = pi* N, (5)

wihrend die Koeffizienten v; der Riickreaktionen einen wellenlingen- und intensitéts-
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abhingigen Anteil », (1) E und einen auf die thermische Dissoziation der schon gebildeten
Keime zuriickzufihrenden Anteil 4, enthalten,

v, =n*E + 9. (6)

Die Elektronenkonzentration N ist von der Intensitit des eingestrahlten Lichtes ab-
héngig; sie besitzt wahrend und nach der Belichtung einen zeitlichen Funktionsverlauf,
der nach [8] als Losung der kinetischen Reaktionsgleichung

dN
;=1 — N — g (7)

beschrieben werden kann. # ist ein wellenlingenabhéingiger Empfindlichkeitskoeffizient
und n £ die Entstehungsgeschwindigkeit der Photoelektronen. Der Koeffizient x kenn-
zeichnet den Einfang von Elektronen in Fallen und g die Rekombination von Elek-
tronen und Defektelektronen,

Fir hinreichend lange Belichtungszeiten (> 0,01 s) und wihrend der gesamten Belich-
tungsdauer konstanten Belichtungsintensititen stellt sich nach GI. (7) mit dN/dt = 0
im Kristallgitter eine konstante Sattigungselektronenkonzentration ein [8],

N:%(V1+4£;’E_1), (8)

so daBl in diesem Belichtungsbereich auch die Hinreaktionskoeffizienten u; konstant
sind. Die Abweichungen von der Konstanz zu Beginn und am Ende der Belichtung sind
bei Langzeitbelichtungen gegeniiber der Hauptphase der Belichtung von untergeord.-
neter Bedeutung, so dal} sie vernachlissigt werden konnen, zumal sie sich weitgehend
kompensieren. Dies gilt jedoch nicht mehr fir Kurzzeitbelichtungen, bei denen die
Anstiegszeit der Elektronenkonzentration bis zum Sattigungszustand von der gleichen
GroBenordnung wie die Belichtungszeit ist.

Im folgenden wird zunichst nur der Fall der konstanten Ubergangskoeffizienten be-
handelt.

Die mathematische Behandlung der in Bild 1 schematisch dargestellten mehrstufigen
Reaktion kann mit Hilfe der Theorie der Marrkowschen Ketten [9] erfolgen. Bei dem
vorliegenden Problem treten diskrete Zustandsinderungen eines Systems im konti-
nuierlichen Zeitablauf infolge stochastischer Einwirkungen auf. Die zu lésende Aufgabe
besteht darin, die MarRowsche Transitionsmatrix zu bestimmen, die eine Transfor-
mation der Verteilung der Keime auf die einzelnen Stufen der Reaktionskette bewirkt.
Diese Matrix, deren Elemente die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den ein.
zelnen Stufen darstellen, 1883t sich in geschlossener Form herleiten.

Das Reaktionsgeschehen wird durch folgendes System linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten (D’ ALEMBERTsches System [15]) bestimmt :

dcom '
YR —(uy -+ vo)cy + 6

de,
dt

de
Ef - MzCy — (g -1 v3) €y + v304

= p1Co — (U2 + v1) 64 + vy (9)

deg,
q = HnCn-1 — (fnty + Vu)Ca
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Dieses Differentialgleichungssystem kann zu einer Matrizengleichung

de

_— = 1
o e .49
zusammengefallt werden, in der § die quadratische Koeffizientenmatrix und ¢ der
Spaltenvektor der Keimkonzentrationen ist.

Zur Lésung der Matrizendifferentialgleichung (10) werden im folgenden zwei Moglich-
keiten angegeben : ' '

1. LarrLAacE-Transformation

Die Verfahren zur Losung linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten unter Anwendung der LapLace-Transformation sind eingehend bei DoErscH
[10, 11] behandelt.

Mit dem Vektor der Anfangsbedingungen ¢ (0) lautet GI. (10) nach der LarLacE-Trans-
formation in den Funktionenbildraum

scfs) — c(0) = K c(s), (11)

worin s die komplexe unabhéngige Variable im Bildraum ist. Durch Umstellen und Aus-
klammern von ¢(s) mit Hilfe der Einheitsmatrix ¢ erhélt man

(sE — &) c(s) = c(0). (12)
Der Klammerfaktor
sE—f =N (13)

ist die charakteristische Matrix des Gleichungssystems, durch welche der Vektor der
Keimzustinde im Bildraum c(s) in den Anfangsvektor ¢(0) transformiert wird. Um
¢(s) aus ¢(0) bestimmen zu kénnen, mufl Gl. (12) invertiert werden,

() =R c(0). (14)

Zur Berechnung der inversen [14] charakteristischen Matrix -1 bildet man die trans-
ponierte Adjunktenmatrix N zu R und dividiert diese durch die charakteristische
Determinante |R |,

A
Rl — . 15
W] (15)

Die Auswertung der Determinante |R | liefert das charakteristische Polynom

n41

| %R :‘q (s — 1) (16)
mit den n -+ 1 charakteristischen Wurzeln (Eigenwerten) s; des Gleichungssystems, die
in Gl. (15) als Polstellen auftreten. Die charakteristischen Wurzeln sind einfach und reell,
wenn die Koeffizientenmatrix — wie in dem System Gl. (9) — vom Jacosischen Typ ist
[12, 13].

Die inverse Matrix $i-! ist gleichzeitig die Transitionsmatrix 8 (s) im Bildraum. Nach der
Riicktransformation in den Originalraum, die fur jedes Matrixelement einzeln vor-
genommen werden kann, lautet Gl. (14) mit der Angabe der durch die Koeffizienten-
matrix § nach Gln. (5) und Gl (8) bedingten Abhingigkeit von der Elektronenkonzen-
tration N und damit auch von der Intensitit K

(K, 1) =B(E, 1) c(0). (17)
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Die Matrix B (E, ¢) ist die gesuchte Transitionsmatrix der MarRKowschen Kette, die eine
durch die Belichtung bewirkte Verdnderung der Verteilung der Keimkonzentrationen
von ¢(0) zu ¢(E, t) beschreibt. Diese Verinderung stellt eine Transformation dar, die
einer Drehung des Vektos ¢ im (n + 1)-dimensionalen Funktionenraum entspricht.
Die Elemente von % (E, t) sind Summen von n + 1 Summanden, da nach dem Resi-
duensatz das komplexe Umkehrintegral der LaPLacE-Transformation [10, 11] alle Sin-
gularititen von Gl. (15) umschlief3t.

2. Umwandlung in eine Integralgleichung und Entwicklung der NeumaNNschen Reihe

Bei diesem Losungsverfahren wird nicht die Konstanz der Koeffizientenmatrix in Gl.
(10) vorausgesetzt. Mit der Annahme einer von der Belichtungsintensitit B, der Be-
lichtungszeit t und der Zeitvariablen 7 abhingigen Koeffizientenmatrix §(#, ¢, t) lassen
sich auch die Anstiegsphase und die Abklingphase der Elektronenkonzetration in die
Berechnung der gesamten Reaktionswirkung miteinbeziehen.

Die Belichtungszeit  und die Zeitvariable 7 sind begrifflich voneinander zu unterscheiden
withrend 1 den gesamten Zeitverlauf beschreibt, bezeichnet ¢ den speziellen Zeitabschnitt
vom Beginn bis zum Ende der Belichtung. Die GroBen £ und ¢ sind die Parameter der
Kurvenscharen der Koeffizientenfunktionen; sie werden daher Belichiungsparameter
genannt.

Die entsprechend GL (10) mit nichtkonstanter Koeffizientenmatrix aufgestellte homo-
gene, lineare Matrizen-Differentialgleichung

0

PG K(E, L 7)c(l, ¢ 1) (18)
148t sich durch Integration iiber den beliebigen Zeitabschnitt Av =7 — 7o, wobei 7,
die Anfangszeit und ¢ (z,) der als Integrationskonstante hinzuzufiigende Anfangsvektor
des Intervalles ist, in die dquivalente Matrizen-Integralgleichung vom VoLTERRAschen
Typ mit ausgearteter Kernmatrix

C(E: t: T, TO) - C(TO) + f Q(E: t: T’) C(Ea t: T’) drl (19)

umwandeln. Man findet die Losung dieser Integralgleichung auf iterativem Wege, indem
man zunichst als nullte Naherung im Integranden die Integrationskonstante ¢ (7o) ein-
setzt, das solcherweise erhaltene Ergebnis abermals einsetzt usw. Nach dem Ausklam-
mern des Anfangsvektors ¢ (7o) erhélt man mit € als Einheitsmatrix

C(E; t; T, TO) -
(@3+ [RE 4,7y de + [ B 47) [ QB 47" e da' -+ ) ¢ (ro)- (20)

Der Klammerfaktor in Gl. (20) ist die Resolventenmatrix des Differentialgleichungs-
systems, die hier in Gestalt einer NEUMANNschen Reihe auftritt. Bezeichnet man diese
Resolventenmatrix mit B (E, £, 7, 7,), so folgt aus Gl. (20) die Beziehung

C(E: t: T, TO) = %(E7 t: 7, TO) C(TO)’ (21)

die fir At =t mit 7, =0 und v =1¢ in Gl (17) iibergeht.

Es existiert demnach auch im Falle einer veridnderlichen Koeffizientenmatrix eine re-
sultierende Transformationsmatrix, die die Wirkung der gesamten Reaktion des be-
treffenden Zeitintervalles beschreibt. Bei Beriicksichtigung der Reaktion in der Abkling-
phase der Elektronenkonzentration erstreckt sich das Zeitintervall von v =0 bis
7 — oco. Die Transformationsmatrix 8 hingt in diesem Falle -— ebenso wie nach Gl. (17)
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— nur von den Belichtungsparametern ¥ und ¢ ab. Der Einflul3 der Belichtung auf das
Reaktionsgeschehen des Keimaufbaus kommt somit ausschlieBlich durch die Transfor-
matrionsmatrix B (X, f) zur Geltung, die deshalb mit dem Terminus Belichtungsmatrix
benannt wird.

Vernachldssigt man in der weiter oben angegebenen Weise die Anstiegsphase und die
Abklingphase der Elektronenkonzentration, so ist bei konstanter Intensitat auch die
Kernmatrix zeitlich konstant, so daf3 man sie in der NEuman~schen Reihe nach Gl. (20)
jeweils vor die Integrale ziehen kann und nur noch Integrationen iiber die Zeitvariable
auszufiihren braucht. Die Resolventenmatrix kann dann in Form einer Matrix- Exponen-
tialfunktion [16] angegeben werden,

R ) 22)

12

BE, L, 1,70 =
k

Il

0

so daB die Belichtungsmatrix fiir eine nur aus der Konstantphase der Elektronenkonzen-
tration resultierende Belichtung durch

B (K, t) — eMEN : (23)

gegeben ist.

Die Berechnungen der Belichtungsmatrix nach der Larrace-Transformation und durch
Reihenentwicklung der Matrix-Exponentialfunktion sind &dquivalent. Die LaprLacE-
Transformation liefert eine analytische Darstellung der Elemente der Belichtungsmatrix,
wozu die — mitunter sehr aufwendige — Berechnung der Eigenwerte erforderlich ist.
Bei der Reihenentwicklung der Matrix- Exponentialfunktion wird die Matrix als Ganzes
berechnet, so dall es nicht moglich ist, analytische Ausdriicke fiir einzelne Elemente
anzugeben. Dafiir aber wird die Bestimmung der Kigenwerte umgangen. Aus diesem
Grunde eignet sich die Reihenentwicklung besonders gut fiir die numerische Berechnung
der Belichtungsmatrix mit elektronischen Rechenautomaten [17, 18, 20].

Der Zusammenhang zwischen beiden Darsteillungsarten der Belichtungsmatrix ist durch
die Laprack-Transformierte der Matrix-Exponentialfunktion 9B () = e® gegeben,

die sich als die inverse charakteristische Matrix des D’ALEMBERTschen Systems gemél
Gl. (14) erweist:

Bls) = [ e~ ettt — (G5 — 81, (24)
0

Die mit der Matrix- Exponentialfunktion gebildete Belichtungsmatrix lalt sich fir be-
licbige Werte von ¢ analytisch fortsetzen. Negative t-Werte entsprechen einer Zeit-
spiegelung im Reaktionsverlauf. Durch Inversion der Transformationsgleichung (17)
ist es moglich, von dem Endzustand auf den Anfangszustand zu schlieBen. Die hierzu
benotigte inverse Belichtungsmatrix 8-1(X, t) folgt aus der urspriinglichen Belichtungs-
matrix B (F, t) durch Zeitspiegelung,

BUE, ) = B(E —1). (25)

Somit ist durch die Belichtungsmatrix das gesamte Reaktionsgeschehen der Reaktions-
kette in Vergangenheit und Zukunft determiniert.

Zwischen der in Gl (2) enthaltenen Belichtungsfunktion B(E, {) und der Belichtungs-
matrix B (£, t) besteht folgender Zusammenhang: Nimmt man an, dal nur Keime von
n-ter bis m-ter Reaktionsstufe entwicklungsfihig seien, so gilt fiir die mittlere Ent-

3 Signal AM
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wicklungskeimbesetzungszahl entsprechend Gl. (3)
P=V Se. (26)

Durch einen Zeilenvektor
o :-_(wlwz...wn...wm...)’ 2n

dessen Elemente w; die Entwicklungswahrscheinlichkeiten der in den einzelnen Re-
aktionsstufen befindlichen Keime bedeuten, wird aus der Menge aller Keime nur der
entwicklungsfihige Anteil vermittels des Skalarproduktes mit dem Spaltenvektor der
Keimkonzentrationen ¢ ausgesondert, so dafl man anstatt Gl. (26)

z=Vwe (28)

schreiben kann. Ist ¢ bereits das Ergebnis einer durch die Belichtung hervorgerufenen
kinetischen Reaktion, so gilt mit Gl. (17)

Z(E,t) = Vi B, t)c0). (29)

Die durch Gl. (29) definierte Entwicklungskeimbesetzungszahl der belichteten Silber-
halogenidkoérner kann unmittelbar in die Schwirzungsfunktion Gl. (1) bzw. Gl (4)
eingesetzt werden. Die linksseitige Multiplikation der Belichtungsmatrix 8 mit dem
Zeilenvektor der Entwicklungswahrscheinlichkeiten to liefert einen Zeilenvektor

B = (Bl B, B; --- By By, (30)

dessen Elemente die Komponenten der eingangs definierten Belichtungsfunktion nach
Gl. (3) sind.

Mit Hilfe der Belichtungsmatrix lassen sich eine Reihe photographischer Phinomene
erkliren und analytisch beschreiben. Deshalb soll im folgenden noch auf einige charak-
teristische Eigenschaften der Belichtungsmatrizen eingegangen werden.

Eine Doppelbelichtung ergibt sich durch eine Matrizenmultiplikation, indem die durch
die Erstbelichtung erzielte Keimverteilung (¢(0) = ¢)

¢, = B¢y (31)
bei der Zweitbelichtung einer Neuverteilung unterworfen wird,

C2 = Bty = BB ¢o. (32)
Die resultierende Belichtungsmatrix ist ‘

B2 = B B;. (33)

In entsprechender Weise ergibt sich analytisch auch die Mehrfachbelichtung als mehr-
faches Matrizenprodukt der einzelnen Belichtungsmatrizen

%1’2,...?' - EB?' “e %2 %1 . (34)

Somit kann eine Belichtung mit zeitlich verdnderlicher Elektronenkonzentration und
damit nichtkonstanter Koeffizienten- bzw. Kernmatrix § (£, t, r) durch den Grenzwert
eines unendlichfachen Produktes infinitesimaler Belichtungsmatrizen dargestellt
werden. Der Infinitesimalkalkiil der Belichtungsmatrix folgt aus der Reihendarstellung
der Matrix-Exponentialfunktion nach GL. (22), wobei die Reihe nach dem linearen Glied
des infinitesimalen Zeitintervalles dz abgebrochen wird,

B(E, 1, dv) = e2EWr = G 4 Q(E. 1, 7) dr. (35)
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Die resultierende Belichtungsmatrix im Zeitintervall 7 — 7, ergibt sich durch zeitlich
geordnete Multiplikation der infinitesimalen Matrizen nach Gl. (35) als VoLTERRASChes
Produktintegral [12, 19]

BE, 1, 7,70) = | 8B — (G 4 R(E, ¢, 7') dr'). (36)

Das VorTERRASche Produktintegral ist der NwumaxNschen Reihe nach Gl. (20) gleich-
wertig.

Bei der Matrizenmultiplikation ist die Reihenfolge der Faktoren von entscheidender
Bedeutung, da hierfiir das kommutative Gesetz im allgemeinen nicht gilt. Die Vertau-
schungsrelation

BB, — BB, =D (37)

ergibt eine Differenzmatrix ®, die im Normalfall ungleich der Nullmatrix © ist. Nur in
einigen Sonderfillen gilt

%2%1 - 581%2 - D (38)

Ein solcher Sonderfall ist die Multiplikation von Belichtungsmatrizen mit gleichen Koef-
fizienten, die sich nur in der Zeit unterscheiden. Fiir das zeitlich geordnete Produkt der
Matrizen B (t,), B (L), - B(t;) gilt dann entsprechend Gl. (34)

Bty) - Bt) B(f) =Bty + 1, + -+ + 1y). (39)

In Gl. (39) sind wegen der Kommutativitit der Summanden auf der rechten Seite auch
die Matrixfaktoren auf der linken Seite der Gleichung kommutativ, so dall das Matrizen-
produkt beziiglich der zeitlichen Ordnung entartet ist.

Die Kommutativitdt der Belichtungsmatrizen ist durch die Kommutativitat der zu-
gehorigen Koeffizientenmatrizen bedingt [18]. Deshalb sind Belichtungsmatrizen zu
einander proportionaler Koeffizientenmatrizen stets kommutativ. Der Proportionali-
tatsfaktor kann hierbei auch eine skalare Zeitfunktion, beispielsweise die Elektronen-
konzentration N (7), sein. Dies trifft nach Gl. (5) fiir hinwérts gerichtete Folgereaktionen
unter Vernachlissigung der Riickreaktionen zu. Im allgemeinen ist jedoch die Multi-
plikation von Belichtungsmatrizen, deren Koeffizientenmatrizen sich stiarker als durch
einen skalaren Faktor unterscheiden, nicht kommutativ.

Aus der photographischen Praxis sind entsprechende Erscheinungen bekannt. So fihrt
eine Vertauschung der Reihenfolge von sehr unterschiedlichen Belichtungen etwa gleicher
Lichtmenge zu verschiedenen Schwirzungsresultaten — wie beispielsweise beim WEIN-
LAND-Effekt, CLAYDEN-Effekt, VILLARD-Effekt, HuErscHEL-Effekt. Der Intermittenz-
Effekt, der bei einer Vielfachbelichtung durch eine Folge von gleichartigen Licht-
impulsen auftritt, kann als eine vielfache Multiplikation — d. h., als Potenz mit der
Vielfachheit im Exponenten -- einer Matrix dargestellt werden, die sich ihrerseits
multiplikativ aus der Belichtungsmatrix eines elementaren Lichtimpulses und der
Transformationsmatrix der anschlieenden Dunkelpause zusammensetzt.

Jede Verdnderung in der Verteﬂung der Keimkonzentrationen auf die verschiedenen
Keimzustéinde, auch wenn sie nicht auf eine Belichtung zuriickzufihren ist, kann als
eine Transformation des Vektors der Keimkonzentrationen mit einer entsprechenden
Transformationsmatrix beschrieben werden. So wird das Abklingen des latenten Bildes
nach der Belichtung (Regression, Fading) durch eine Regressionsmairiz erfafit. In
gleicher Weise kénnen auch Transformationsmatrizen fir chemische und andere Kin-
wirkungen auf den KeimbildungsprozeB3 angegeben werden.

Die Matrizendarstellung der kinetischen Reaktion des Keimaufbaus erlaubt aber dariiber
hinaus noch eine Erklirung und analytische Beschreibung weiterer photographischer
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Effekte, vor allem dem ScaWARzZSCHILD-Effektes. Wie in einer weiteren Arbeit des Ver-
fassers [18] dargelegt wird, ist es méglich, aus der Belichtungsmatrix das Scawarz-
scHILDsche Schwirzungsgesetz herzuleiten. Die Vertriglichkeit der analytischen For-
mulierung des Reaktionsgeschehens beim Keimaufbau mit dem ScHWARZSCHILD-Effekt
ist eine notwendige Voraussetzung fiir die Bestitigung der Keimstufentheorie. Bekannt-
lich wird seit langem der ScEwWARzSCHILD-Effekt als Priifstein einer jeden Theorie des
photographischen Prozesses angesehen.

Fir anregende Diskussionen und wertvolle Hinweise zur Problematik des vorstehenden, mit ge-
wissen Krweiterungen wiedergegebenen Vortrages!), sei Herrn Prof. Dr. REuTHER, Herrn Prof. Dr.
MeLcHeR, Herrn Prof. Dr. Stasiw und Frau Dr. ScuiTTE herzlich gedankt. Mit groBer Dank-
barkeit gedenke ich Herrn Prof. Dr. THomast, von welchem ich grundlegende Hinweise fir die
mathematische Behandlung linearer Differentialgleichungssysteme erhielt. Herrn Dipl.-Ing. Kro-
BER danke ich fir eine langjihrige Zusammenarbeit, in der die experimentelle Voraussetzungen fiir
die hier dargelegte Theorie untersucht wurden.
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Abstract

An analytical representation is given of the characteristic curve, where the thickness
of the emulsion layer and the grain size distribution are taken into consideration. The
number of the development speck-population in asilver halide grain follows from the
speck population existing in the grain before exposure, multiplied by a probability
factor depending on the exposure. The multi-stage kinetic reaction of speck build-up
represents a Markov chain, the transition matrix of which (here named exposure
matrix) describes the reaction occurring with exposure.

The components of the exposure function follow from the exposure matrix,
multiplied by the row vector of the development probabilities for the individual
reaction stages. The exposure matrices have a number of characteristic properties.
Especially important for the explanation and analytical description of photographic
double exposure effects are deductions from the non-commutativity of the matrix
multiplication. From the exposure matrix one can derive a number of photographic
regularities, e. g. the Schwarzschild blackening law.
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