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Reaktionskinetische Prozesse
der Entstehung des latenten Bildes
und der photographischen Schwirzung!

Dr. sc. nat. EWALD GERTH, Potsdam

Besonderes Anliegen dieses Beitrages ist es, den an der Entstehung und dem Wesen
des latenten Bildes interessierten Leser mit einer analytischen Formulierung der Reakti-
onswirkung beim photographischen Prozefl bekannt zu machen, die auf Grund der darin
enthaltenen Systematik zu einem besseren Verstindnis der kausalen Zusammenhdinge
dieses komplizierten Prozesses fihren und dariber hinaus auch als Grundlage fir die
numerische Berechnung der photographischen Schwirzungsfunktion dienen kann.?

Herrn Prof. Dr. Dr. habil. Ernst Lau zum 80. Geburtstag gewidmet

0. Einleitung

Die photographische Schicht stellt die wissenschaftliche Forschung noch immer vor
grofle Probleme. Das Kardinalproblem ist nach wie vor die Erforschung des funktionel-
len Zusammenhanges zwischen der Belichtung und der bei der photographischen Ent-
wicklung hervortretenden Schwérzung der Photoschicht. Die photographische Emulsion
ist ein derartig kompliziertes Reaktionssystem, dass es fast aussichtslos erscheint, ein
solches System in seiner Gesamtheit zu beschreiben oder gar rechnerisch zu erfassen.

Einen gewissen Uberblick erhilt man durch physikalisch sinnvolle Vereinfachungen,
bei denen nur die wesentlichsten Reaktionen betrachtet werden. Dabei ist es oft wichtig,
die unterschiedlichen, miteinander gekoppelten Teilreaktionssysteme zunéchst isoliert
voneinander und dann erst in ihrer Wechselbeziehung zu untersuchen.

Im folgenden sollen nur das Reaktionssystem des lichtempfindlichen Silberhalo-
genidkristalls sowie die von der Belichtung ausgelosten Reaktionsvorgéinge in gro-
ben Ziigen und auf moglichst allgemeinverstindliche Weise beschrieben werden. Auf
die Wirkung des Entwicklers und die Rolle der Gelatineeinbettung der Silberhaloge-
nidkérner in der Emulsion wird dabei nicht eingegangen.

L Abstract and comment: www.ewald-gerth.de/41abs.pdf — full article in German scanned from
the original publication by the author in 2009 — attached at the end of this article (page 35)

Der vorliegende Beitrag ist ein auf leichtere Verstédndlichkeit hin umgestalteter Auszug aus der
Habilitationsschrift (Dissertation B) des Verfassers [6]: www.ewald-gerth.de/habilitation.pdf
2013 als Buch erschienen im Herbert Utz Verlag GmbH, Miinchen, ISBN 978-3-8316-4299-1
Auf Wunsch der Redaktion der filmtechnisch orientierten aber in Ausrichtung auf ihren Leserkreis
populédrwissenschaftlichen Zeitschrift BILD UND TON wird im Anhang Seite 29 eine kurze
Einfithrung in die Matrizenrechnung an Hand einfacher Zahlenbeispiele gegeben.



1 Physikalische Grundlagen
der Reaktion des Keimaufbaus

Bei der Erforschung der Elementarvorgédnge beim photographischen Prozess spielen Hy-
pothesen und darauf aufbauende Theorien eine hervorragende Rolle. Der Grund hierfiir
ist darin zu suchen, dass die Eigenart der Photoschicht als ein strahlungsempfindliches
Objekt die direkte Beobachtung der Mikrovorginge mit Licht- oder Elektronenmikro-
skopen in den meisten in Betracht kommenden Féllen ausschlieft. Aber auch ohne
diese Besonderheit der Photoschicht wére eine direkte Beobachtung der Reaktions-
vorgidnge bei der Keimbildung nicht mdoglich, da sich diese im atomaren Bereich des
Silberhalogenid-Kristallgitters abspielen. So ist man dann darauf angewiesen, Folgerun-
gen aus den auf Hypothesen begriindeten Theorien mit experimentellen Erfahrungen
zu vergleichen, um auf den Wahrheitsgehalt der hypothetischen Ansétze schlieflen zu
koénnen.

Die heutigen Vorstellungen iiber die physikalischen Vorginge bei der Bildung des
latenten Bildes im Kristallgitter der Silberhalogenide stiitzen sich im wesentlichen auf
Arbeiten von GURNEY, MOTT und MITCHELL [1,2,3]. Nach der letzten zusammenfas-
senden Darstellung von MITCHELL [3] verlduft die Reaktion der Keimbildung in groben
Ziigen folgendermaflen: Infolge der Lichteinwirkung werden im Kristallgitter durch den
Photoeffekt Elektronen freigesetzt, die durch das Gitter diffundieren, bis sie von Fallen
eingefangen werden oder mit Defektelektronen rekombinieren. Die Defektelektronen
entstehen durch die Liicken, die die freigesetzten Elektronen in dem Gefiige von Io-
nen und Elektronen des Kristallgitters zuriicklassen. Sie besitzen eine positive Ladung
gegeniiber dem umgebenden Gitter und sind in &hnlicher Weise beweglich wie die Elek-
tronen, indem néamlich jeweils in die Liicke ein benachbartes Elektron nachriickt.

Als Fallen fiir Elektronen und Defektelektronen dienen Gitterstorungen verschiede-
ner Art. Neben den Strukturfehlern des Gitters sind es vor allem Fremdatome, die Po-
tentialsenken hervorrufen, in denen die Elektronen oder Defektelektronen hangenblei-
ben. Als Elektronenfallen liegen am Anfang der Belichtung nur Silberionen an Eck-
stellen duflerer oder innerer Kristalloberflachen vor. Im weiteren Verlauf der Belich-
tung kommen noch die schon entstandenen Keime als Elektronenfallen in Betracht.
Als Defektelektronenfallen dienen vornehmlich Silbersulfidmolekiile. Strukturfehler des
Kristallgitters, beispielsweise Netzebenenversetzungen, wirken durch weitreichende Po-
tentialverzerrungen im Gitter als Anziehungszentren fiir Elektronen oder Silberionen.
Diese Stellen sind fiir die Keimbildung besonders giinstig. Sie werden daher als ,, Emp-
findlichkeitszentren* bezeichnet.

Der erste Schritt beim Aufbau des latenten Bildes ist der Einfang eines Elektrons
durch ein Silberion, das an einer Kristalloberfliche am Ort einer Netzebenenversetzung
angelagert ist. Dabei entsteht zunéchst ein Mikrozentrum mit einem angelagerten, von
der Umgebung isolierten Silberatom von nur geringer Stabilitdt, das in Bruchteilen
einer Sekunde wieder zerfillt. Das Silberatom besitzt aber gegeniiber der umgebenden
Raumladung einen negativen Ladungsiiberschuss und kann deshalb wéhrend seiner
kurzen Lebensdauer diffundierende Zwischengitterionen anziehen, die sich ohnehin in
der Néhe der Gitterstorstelle konzentrieren.



Durch Einfang eines Silberions entsteht eine positiv geladene Gruppe Ags, die von
MiTcHELL als ,,Urkeim“ bezeichnet wird. Der Urkeim ist stabiler als ein isoliertes Sil-
beratom, besitzt aber bei Zimmertemperatur nur eine begrenzte Lebensdauer. Wegen
seiner positiven Ladung stofit der Urkeim Defektelektronen ab, stellt aber fiir Elek-
tronen eine tiefere Falle als ein Silberion an einer Oberflichenfehlstelle dar. Durch
Einfangen eines weiteren Elektrons wandelt sich der Urkeim in den , Vorkeim* (Ags)
um, der eine Lebensdauer in der Gréflenordnung von Tagen hat.

An die Bildung des Vorkeims schliefit sich ein weiterer Aufbauprozess an. Die Vor-
keime wirken als Kondensationskeime fiir Silberionen und Leitungselektronen. Der Vor-
keim adsorbiert zunéchst ein Silberion und danach auf Grund der positiven Ladung
(Agj) ein Elektron. Die Agj-Gruppe ist stabiler als der Urkeim (Agy ), jedoch nicht
so stabil wie der Vorkeim (Agy). Dagegen iibertrifft die Gruppe Ags die Gruppe Agy
als FElektronenfalle hinsichtlich der energetischen Tiefe. Nach Einfang eines weiteren
Elektrons bildet sich ein neutraler Komplex mit hoher Stabilitidt. Alle diese Prozesse
kénnen sowohl in Richtung des Aufbaus als auch in Richtung des Abbaus der Keime
verlaufen.

Der Keim wichst durch abwechselndes Einfangen von Elektronen und Zwischen-
gitterionen, wobei die Stabilitdt der Keime gleichnamiger Ladung von Stufe zu Stufe
groffer wird. Erst von einer bestimmten Gréfle an werden die Keime als ,, Vollkeime“
normal entwickelbar. Als kleinste Elementareinheit des latenten Vollkeimbildes sieht
MITCHELL eine positiv geladene tetraedrische Gruppe von vier Silberatomen an.

In der MiTCHELLschen Darstellung des photographischen Elementarprozesses spie-
gelt sich trotz des hypothetischen Grundcharakters der ganze Erfahrungsschatz bishe-
riger Forschung auf den Gebieten der wissenschaftlichen Photographie und der Festkor-
perphysik wider. Die hypothetischen Annahmen sind in hohem Mafle physikalisch be-
griindet.

Von MITCHELL wurden aber noch keine quantitativen Aussagen iiber den funk-
tionalen Zusammenhang zwischen der Belichtung und der Schwérzung der photogra-
phischen Schicht auf der Grundlage der von ihm vertretenen Keimstufenhypothese
gemacht. Der vorliegende Beitrag versucht, dieses Ziel iiber eine analytische Formu-
lierung des Reaktionsgeschehens bei einem stufenartig angenommenen Keimaufbau zu
erreichen.

2 Das Reaktionssystem des Keimaufbaus

Die gesamte Reaktion des Keimaufbaus ist durch eine von der Belichtung ausgeltste
Veranderung des Gleichgewichtszustandes zwischen Elektronen, Defektelektronen, Sil-
berionen und Keimen im Kristallgitter gekennzeichnet, wobei alle beteiligten Reakti-
onspartner in einer engen Wechselbeziehung zueinander stehen.
Fiir die quantitative Beschreibung der Reaktion gibt es grundsétzlich 2 Moglichkeiten:
1. Man betrachtet das Reaktionsschicksal eines einzelnen Atoms und kann
dann iiber alle Reaktionen nur Wahrscheinlichkeitsaussagen machen.
2. Man betrachtet das Reaktionsverhalten der Gesamtheit aller zum System gehoren-
den Atome und erhélt dann nur Mittelwertsaussagen iiber die Reaktionen.



Aus praktischen Griinden sei hier die Entscheidung fiir die zweite Moglichkeit ge-
troffen, um im Anschluss an das Experiment mit makroskopischen Gréflen operieren zu
konnen. So ist die Antreffwahrscheinlichkeit der Atome nach 1. gleichbedeutend mit der
physikalisch leichter fasslichen Grofie der Konzentration nach 2. Die Verhiltnisse der
Mengen der in den einzelnen Reaktionszusténden befindlichen Keime zu der Gesamt-
menge der Atome des Silberhalogenidkristalls werden im folgenden durch die Kon-
zentrationen der in diesen Zustdnden befindlichen Reaktionspartner angegeben. Die
Reaktionszustinde werden im Hinblick auf einen mit Qualitétsspriingen verbundenen
stufenartigen Umwandlungsprozess als ,,Reaktionsstufen “ bezeichnet.
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Bild 1 Schema der Reaktionen zwischen Photonen, Elektronen, Defektelektronen, Fallen und Keimen

verschiedener Stufen im Kristallgitter des Silberhalogenids. Die Rechtecke stellen die einzelnen

Reaktionsstufen dar, und die eingetragenen Buchstaben symbolisieren die Konzentrationen der

Stufen. Die Stufeniibergéinge sind durch Pfeile gekennzeichnet, die mit den Symbolen fiir die

Reaktionsgeschwindigkeiten beschriftet sind. Bedeutung der einzelnen Symbole —s. Haupttext

In dem Schema Bild 1 sind die Stufen der Reaktionspartner durch Rechtecke und
ihre gegenseitigen Beziehungen durch Pfeile dargestellt. In die Rechtecke sind die Kon-
zentrationen der Reaktionspartner eingetragen. Die Pfeile, die die Rechtecke miteinan-
der verbinden, bedeuten Ubergéinge zwischen den jeweiligen Reaktionsstufen.
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Die auf andere Pfeile gerichteten Pfeile deuten an, dass der Ubergang nur durch die
Vermittlung eines dritten Partners zustande kommt. Es handelt sich dabei um einen
idealisierten Dreierstof. In Wirklichkeit sind hierbei aber zur Vereinfachung mehrere
(mindestens zwei) sukzessiv verlaufende Teilreaktionen zu einer grofieren Reaktionsein-
heit zusammengefasst. Die Ubergangspfeile zwischen den Reaktionsstufen sind mit den
,, Reaktionsgeschwindigkeiten“ bezeichnet. Die Reaktionsgeschwindigkeit ist der zeitli-
che Differentialquotient — also die ,,Geschwindigkeit “ — der Konzentrationsdnderung.

Geméaf der MITCHELLschen Theorie bringt das Schema Bild 1 folgenden physikali-
schen Sachverhalt begrifflich zum Ausdruck: Durch den Photoeffekt werden im Kristall-
gitter des Silberhalogenids Elektronen und Defektelektronen in gleicher Menge gebil-
det. Die Reaktionsgeschwindigkeit ist in Abhéngigkeit von der spektralen Empfindlich-
keitsverteilung der Belichtungsintensitdt E proportional. Der wellenldngenabhéngige
Proportionalitédtsfaktor n ist der Empfindlichkeitskoeffizient des Photoeffektes. Somit
haben die Elektronenkonzentration N, und die Defektelektronenkonzentration Ny die
gleiche Zuwachsgeschwindigkeit nFE. Die Begegnung von Elektronen und Defektelek-
tronen fiihrt zu deren Rekombination. Elektronen und Defektelektronen verschwinden
daher als im Gitter frei bewegliche Ladungstrager mit gleicher Reaktionsgeschwindig-
keit BN.Ng, die, da die Reaktion von 2. Ordnung ist (2 Partner sind daran beteiligt),
sowohl der Elektronenkonzentration N, als auch der Defektelektronenkonzentration
N, proportional ist. Der Proportionalitatsfaktor § ist der Rekombinationskoeffizient;
er hangt von der Beweglichkeit der Elektronen und der Defektelektronen und damit
auch von der Temperatur sowie von dem Wirkungsquerschnitt der Rekombination ab.

Die Bilanz der im Kristallvolumen enthaltenen Menge der Elektronen und Defekt-
elektronen wird aber auch noch durch Verluste in Fallen bestimmt. Ny, ist die Konzen-
tration der in Fallen eingefangenen Elektronen und entsprechend Ny, die Konzentration
der in Fallen eingefangenen Defektelektronen. Die Abgangsgeschwindigkeit der Elektro-
nen o, N, ist der Elektronenkonzentration N, iiber den ,,Elektronenfallenkoeffizienten “
o, proportional. Die Grofle a. ist von der Fallenkonzentration, der Elektronenbeweg-
lichkeit und dem Wirkungsquerschnitt des Einfanges abhéngig. Eine analoge Aussage
gilt fiir die Defektelektronenstufe auf der rechten Seite des Schemas Bild 1.

Das System der Elektronenstufen ist aber nicht in sich geschlossen, da die Elektro-
nen nach der MITCHELLschen Theorie fiir den Aufbau der Keime verwendet werden.
Der Ubergang des Keims von einer Keimstufe zur nichsthoheren Keimstufe ist stets
mit dem Einfang eines Elektrons durch den Keim verbunden, das der Menge der freien
Elektronen im Kristallgitter entnommen wird. Andererseits werden beim Ubergang von
einer hoheren zu einer niedrigeren Keimstufe, der durch spontanen Zerfall des Keims
infolge thermischer Einwirkung oder Photoeffekt hervorgerufen werden kann, wieder
Elektronen frei.

Die Folge der Keimstufen ist gleichsam in Form einer Kette angeordnet, bei der
jeweils ein Glied mit den beiden benachbarten Gliedern zusammenhéingt. Somit gibt
es in der streng geordneten Folge der Keimstufen nur Ubergénge zwischen benachbar-
ten Stufen. Eine derartige Folge von Zustéinden eines Systems, bei der die Uberginge
zwischen den Zustédnden zwar der Reihe nach streng geordnet sind, im Einzelfall aber
zufillig (stochastisch) erfolgen, nennt man eine MARKOWsche Kette [4].



Die Theorie der MARKOWschen Ketten liefert die Wahrscheinlichkeiten fiir die zufélligen
Einzelprozesse. Fiir die Gesamtmenge aller unabhéngig voneinander nach der gleichen
Kette verlaufenden Prozesse kann man aus den Wahrscheinlichkeiten Mittelwerte, sog.
, Erwartungswerte“, herleiten. Mit solchen Erwartungswerten — z. B. fiir die Konzen-
trationen der Reaktionspartner — wird bei der kinetischen Betrachtungsweise eines
Reaktionsprozesses gerechnet.

In der Kette der Keimstufen wird die nullte Stufe mit der Konzentration ¢, durch
die von MITCHELL angenommenen , Empfindlichkeitszentren® im Kristallgitter re-
préasentiert. Die erste Keimstufe mit der Konzentration c¢; entspricht dem an einem
Empfindlichkeitszentrum angelagerten Silberatom, das durch die Vereinigung eines Sil-
berions mit einem eingefangenen Elektron entsteht. Die zweite Keimstufe mit der Kon-
zentration co ist der MITCHELLsche ,,Vorkeim“ Ags, der aus dem Silberatom durch
Anlagerung eines Silberions (,,Urkeim* Ag,") und Einfang eines Elektrons hervor-
geht. In entsprechender Weise lassen sich die Stadien des Keimaufbaus nach der MiT-
CHELLschen Theorie weiter fortsetzen, wobei es zweckméfig ist, jeweils die Elektronen-
und die Ionenstufe zu einer Keimstufe zusammenzufassen, so dass damit gleichzeitig
die Bruttoreaktion beider Teilreaktionen betrachtet wird. Die Ordnung der Keimstufe
ist dann gleichbedeutend mit der Anzahl der in einem Keim zusammengefiigten Silbe-
ratome. Da nach Mitchell ein entwickelbarer Keim aus mindestens vier Silberatomen
bestehen muss [3, 5], durchlduft ein Keim nullter Stufe vier weitere Reaktionsstufen, bis
er im Entwicklungsbad die Reduktion des gesamten Silberhalogenidkorns auszulosen
vermag. Bei weiterer Lichteinwirkung kann der Keim auch noch gréfler werden. Die Kei-
me hoherer als vierter Stufe sind dann — abgesehen von der Solarisationserscheinung
[6] — auf jeden Fall entwickelbar. Es ist daher im allgemeinen ausreichend, alle hoheren
Keimstufen in der vierten Stufe zusammenzufassen, so dass dann die Stufenkette aus
fiinf Gliedern besteht.

Die Ubergiinge zwischen den Stufen werden in Hin- und Riickreaktionen unter-
schieden. Die Hinreaktionen (Aufbaureaktionen) erfolgen stets unter Beteiligung eines
freien Elektrons. Die Reaktionsgeschwindigkeit der ¢-ten Stufe pu;, ; N.c; ist deshalb der
Elektronenkonzentration N, und der Keimkonzentration ¢; proportional. p; ; ist der
Proportionalitétsfaktor. Die spontan erfolgenden Riickreaktionen (Abbaureaktionen)
héngen nur von der Keimkonzentration der Ausgangsstufe c¢; iiber den Proportiona-
litatsfaktor v; ab. Die dabei freiwerdenden Elektronen sind in dem Schema Bild 1
durch den von den Ubergangspfeilen zwischen den Keimstufen abgehenden Pfeil ge-
kennzeichnet, der zu dem Zustand der Elektronenkonzentration fithrt. Stufen und Stu-
feniibergénge werden geméafl dem Schema durch einen gemeinsamen Index ¢ bezeichnet.

Die durch die Belichtung im Kristallgitter hervorgerufenen Reaktionen kénnen so-
mit — vereinfacht — in zwei Hauptgruppen unterteilt werden: Die erste Gruppe umfasst
die Entstehung von Elektronen und Defektelektronen, und die zweite Gruppe vereinigt
in sich alle Reaktionen des Keimaufbaus. Beide Gruppen stehen in einem gegenseitigen
Abhéngigkeitsverhéltnis; dennoch ist es zweckméflig, sie getrennt zu behandeln, da die
mathematischen Methoden zur Losung der zugehorigen Differentialgleichungssysteme
sich stark unterscheiden.



Die physikalisch begriindete Rechtfertigung eines solchen Separationsverfahrens ergibt
sich aus der Tatsache, dass sich

1. bei der Behandlung der Elektronenkonzentration wegen des zu vernachlissigenden
Anteils der Riickreaktionen die Keime als Elektronenkonsumenten nur wie weitere
Fallen verhalten, die bereits durch den Fallenkoeffizienten . beriicksichtigt werden
konnen, und

2. die Elektronenkonzentration im allgemeinen viel gréfler als die Keimkonzentration
ist, so dass die Keimreaktionen praktisch als Reaktionen erster Ordnung verlaufen.

Somit wird die Elektronenkonzentration N, in Form eines Faktors zum Bestand-
teil der Ubergangskoeffizienten zwischen den Keimstufen p; = pufN,, ohne dass man
eine Riickwirkung des Systems der Keimstufen auf das System der Elektronen und
Defektelektronen zu beriicksichtigen braucht.

2.1 Das System
der Elektronen- und Defektelektronenstufen

Die Bilanz der Reaktionsgeschwindigkeiten der fiir sich allein betrachteten Elektronen-
und Defektelektronenstufen unter Auflerachtlassung der Keimstufen entnimmt man
dem Reaktionsschema in Bild 1. Die Reaktionsgeschwindigkeiten der durch Pfeile ge-
kennzeichneten Ubergiénge sind dabei positiv anzusetzen, wenn die Pfeile zu der be-
treffenden Stufe hinweisen und dagegen negativ, wenn sie von dieser Stufe wegweisen.

Fiir die zeitliche Anderung der Konzentrationen der Elektronen und der Defekt-
elektronen folgt daraus das nichtlineare Differentialgleichungssystem:

dN,
:nE_aeNe_ﬁNdNe (1)

dr

dN.

d—Td =nE — agNy, — BN.N, (2)

Die vollstandige Losung dieses Differentialgleichungssystems zur Bestimmung der
Zeitfunktionen von N, und N, ist ziemlich schwierig. Eine geschlossene Losung erhélt
man nur fiir den speziellen Fall o, = a4 in Form einer RiccATIischen Differentialglei-
chung [7], anderenfalls erhdlt man ABELsche Differentialgleichungen zweiter Art, die
nicht allgemein 16sbar sind. Man umgeht alle diese Schwierigkeiten®, indem man nur
den physikalisch interessanten Fall des reaktionskinetischen Gleichgewichtes betrach-
tet, bei dem sich bereits ein Séttigungszustand aller Konzentrationen eingespielt hat.

3 Anmerkung des Verfassers im Jahre 2009:

In der Folgezeit nach der Versffentlichung dieser Arbeit in der Zeitschrift BILD UND TON wurde vom
Verfasser ein Algorithmus zur Losung nichtlinearer Differentialgleichungssysteme entwickelt, welcher
bereits 1980 in einem Rechnerprogramm angewendet worden ist — www.ewald-gerth.de/52.pdf .
Mit der Entwicklung der modernen Computertechnik wurde dieses Programm fiir die Simultanbe-
rechnung linearer und nichtlinearer Reaktionssysteme realisiert und mit einer umfangreichen Graphik
fiir die Darstellung der Ergebnisse in Diagrammen versehen. Hieriiber soll an anderer Stelle berichtet
werden.



Hierzu wird vorausgesetzt, dass die Lichtintensitdt E wéhrend der Belichtungsdauer
konstant bleibt.

Der Gleichgewichts- bzw. Sattigungszustand ist dadurch ausgezeichnet, dass die
Bilanz der Zufliisse und Abfliisse einer Reaktionsstufe vollig ausgeglichen ist.
Mit dN./d7 = 0 und dNy/d7 = 0 ergibt sich aus Gln. (1) und (2) nach elementarer
Umformung die Séattigungselektronenkonzentration

40n
QeOlgq

New =N =22(\/14 2 1) (3)
Eine entsprechende Gleichung, bei der gegeniiber Gl. (3) lediglich o, und a4 ge-
geneinander auszutauschen sind, gilt auch fiir die Sattigungskonzentration der Defekt-
elektronen Ng.. Fiir die weiteren Betrachtungen wird aber nur die Gleichung fiir die
Sattigungskonzentration der Elektronen benotigt, da die Elektronen, nicht aber die
Defektelektronen an dem Keimaufbau beteiligt sind.
Die Vereinfachung, dass man nur den Séttigungszustand der Elektronenkonzentration
betrachtet, ist physikalisch sinnvoll, wenn man die Wirkung von Belichtungen mit Be-
lichtungszeiten beschreiben will, die gréfier als 10~3s sind. Dies ist der Bereich der Nor-
malbelichtung von Photomaterial. Bei der Beschreibung von Kurzzeit-Effekten muss
jedoch die gesamte Zeitfunktion der Elektronenkonzentration bekannt sein.

Vom Verfasser wurde ein Programm zur Berechnung der Zeitfunktion der Elektro-
nenkonzentration durch einen elektronischen Digital-Rechenautomaten entwickelt [6].
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Bild 2 Zeitlicher Funktionsverlauf der Elektronenkonzentration.
Parameter: Intensitit E. Losung des Systems Gln. (1, 2) mit den Daten a. = 2, ag = 2,
6 =1,n=1,t = 2. Berechnet mit dem elektronischen Digitalrechner ODRA 1204

Bild 2 zeigt die Kurvenverlaufe der Elektronenkonzentration fiir die Belichtungs-
zeit t = 2 mit der Intensitdt E als Parameter. Fiir die numerische Rechnung wurden
relative Mafleinheiten benutzt. Die Elektronenkonzentration besitzt wahrend der Be-
lichtungsdauer eine Anstiegsphase und eine Konstantphase; nach der Belichtung klingt
die Elektronenkonzentration allméhlich auf Null ab. Im Bereich der Normalbelichtung
dominiert die Konstantphase.



Die Fléche unter der Kurve in Bild 2 entspricht dem Zeitintegral der Elektronen-
konzentration. Sofern man nur Aufbaureaktionen der Keime betrachtet, ist die photo-
graphische Wirkung eine Funktion dieses Zeitintegrals. Das ist auf einfache Weise so
zu erkliaren, dass die Wahrscheinlichkeit der Reaktion eines Keims mit einem Elektron
sowohl mit der Menge der miteinander konkurrierenden Elektronen, also der Elektro-
nenkonzentration, als auch mit der Einwirkungszeit proportional anwéchst. Die Re-
aktionswirkung ist somit dem Produkt der Elektronenkonzentration N, und der Zeit
7 proportional. Bei einer zeitlich verdnderlichen Elektronenkonzentration N.(7) liegt
dann die oben angegebene Abhéngigkeit der photographischen Wirkung von dem Zeit-
integral der Elektronenkonzentration

7]\76(7')(17'

vor, woran sowohl die von 7 = 0 bis 7 = t dauernde Belichtungsphase als auch die (theo-
retisch) von 7 = t bis 7 — oo dauernde Belichtungsnachwirkungsphase (Abklingphase
der Elektronenkonzentration) Anteil haben.

Anstiegs- und Abklingphase der Elektronenkonzentration kompensieren sich weitge-
hend, wenn man fiir die gesamte Belichtungsdauer t eine konstante Elektronenkonzen-
tration N annimmt und das Zeitintegral der Elektronenkonzentration

7N€(7')d7'

durch das Produkt N -t ersetzt.

Aus Gl. (3) kann man bereits einige interessante Schlussfolgerungen ziehen. Die
Sattigungselektronenkonzentration nimmt fiir kleine Intensitédtswerte mit

Qeltyg
0<E <55,

den aus der Reihenentwicklung der Quadratwurzel und Abbruch der Reihe nach dem
zweiten Glied folgenden Naherungswert

n
N~ -—*F 4
O (4)
und fir hohe Intensitaten mit

Qelg
E> 401

den aus dem Grofenvergleich der Summanden in Gl. (3) hervorgehenden Ndherungswert

Qg1
e
an. Bei niedrigen Intensitéten ist somit die Elektronenkonzentration im Séttigungszu-

stand der Intensitéit direkt proportional, wiahrend sie bei hohen Intensitéiten der Qua-
dratwurzel der Intensitét proportional ist.

N =~

2 ()

Fiir konstante Werte des Produktes von Sattigungselektronenkonzentration und
Belichtungszeit (als Ndherung fiir das Zeitintegral der Elektronenkonzentration) gilt
somit nach Gl. (4) fiir niedrige Intensitéiten ein ,Reziprozititsgesetz “
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E -t = const (6)

und nach Gl. (5) fiir hohe Intensitdten ein ,, SCHWARZSCHILD-Gesetz “

E - t* = const (7)

mit dem SCHWARZSCHILD-Exponenten p = 2. Das Produkt von N nach Gl. (3) mit der
Belichtungszeit t liefert das gesamte Ubergangsgebiet zwischen den Grenzfillen nach
Gl. (6) und GIL. (7) [7, 8].

Infolge des Auftretens von Riickreaktionen im System der Keimstufen wird jedoch
der einfache Zusammenhang zwischen dem Zeitintegral der Elektronenkonzentration
und der Schwirzung in Gestalt einer monotonen Funktion gestort. Die Schwérzung
héngt in komplizierterer Weise von Elektronenkonzentration und Zeit ab und kann
nur in erster und sehr grober Ndherung als Funktion des Zeitintegrals der Elektronen-
konzentration dargestellt werden. Die Erklarung fiir diesen Sachverhalt wird aus dem
folgenden Teil dieses Beitrages, in dem das System der Keimstufen behandelt wird,
hervorgehen.

2.2 Das System der Keimstufen

Wie im Kapitel 1 dieses Beitrages dargelegt wurde, vollzieht sich der Aufbau (und Ab-
bau) der Keime des latenten photographischen Bildes iiber eine Kette von qualitativ
unterschiedlichen Reaktionsstufen, wobei die Aufbaureaktionen von der Konzentrati-
on der im Kristallgitter des Silberhalogenids vorhandenen freien Elektronen und die
Abbaureaktionen durch spontanen Zerfall der Keime infolge der Temperaturbewegung
sowie durch direkte Einwirkung des Photoeffektes bestimmt werden.

Die Bilanz der Reaktionsgeschwindigkeiten der Keimstufen lédsst sich nach dem im
Bild 1 (Seite 4) dargestellten Reaktionsschema in entsprechender Weise wie bei den
Elektronen- und Defektelektronenstufen (Abschnitt 2.1.) durch das folgende System
linearer Differentialgleichungen angeben:

dCO
—— = —1co + vicy

dr
dey

= Co — +1v)c + ye
dr H1Co (/Lz 1)1 2C2

-5 = UnCn—1 — (/JJnJrl + Vn)cn

In diesem System werden die Koeffizienten der Hinreaktionen

pi = N 9)
mit dem Proportionalitatsfaktor p,* und der Sattigungselektronenkonzentration N
nach Gl. (3) als konstante Grofen angenommen.
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Die Einwirkung der Belichtung auf das Reaktionsgeschehen wird durch die Séttigungs-
elektronenkonzentration N bestimmt, die eine Funktion der als konstant vorausgesetz-
ten Intensitéit F der Belichtung ist. Auch die Riickreaktionskoeffizienten

vi =v,"E+7; (10)

sind konstant. Fiir die Riickreaktion gibt es zwei Moglichkeiten. Die Bilanz der Re-
aktionsgeschwindigkeiten der beiden Wege der Riickreaktion wird durch die Summe
ihrer einzelnen Geschwindigkeiten beschrieben. In entsprechender Weise ist dann auch
der Riickreaktionskoeffizient v; nach Gl. (10) additiv zusammengesetzt. Der Summand
v;*E bezieht sich auf den Keimabbau infolge eines Photonentreffers auf den Keim. Die
Reaktionsgeschwindigkeit ist deshalb der Intensitét E iiber den Faktor v,* proportio-
nal. Der Summand ¢J; ist der Anteil des Koeffizienten v;, der auf den von der Belichtung
unabhéngigen spontanen Zerfall der Keime auf Grund der statistischen Temperatur-
bewegung aller Bestandteile des Kristalls zuriickgeht.

Zur Losung des linearen Differentialgleichungssystems (8) mit konstanten Koeffizi-
enten (d’ALEMBERTsches System) ist es zweckméfig, eine iibersichtlichere Schreibweise
einzufithren. Hierfiir erweist sich der Matrizenformalismus* als besonders geeignet.

Mit Hilfe der quadratischen Koeffizientenmatrix

— M1 1%} 0 0 0
1251 —(,UQ + 1/1) 125} 0 0
K — 0 Hho —(p3 + 12) V3 0
=1 0 0 143 —(pa +1v3) 0
0 0 0 0 coo = (g1 +vn)
(11)
und des Spaltenvektors
C1
Co
c=| ¢ (12)
Cn,

lasst sich das Gleichungssystem (8) in Form einer einzigen Gleichung schreiben:

dc
— = Kec. 13
dr ¢ (13)

Die Komponenten des Vektors ¢ sind die Keimkonzentrationen der verschiedenen Stu-
fen der Reaktionskette. Durch die quadratische Koeffizientenmatrix K wird der Vektor
der Keimkonzentrationen c fiir jeden beliebigen Zeitpunkt des Reaktionsablaufes in
den Vektor der Reaktionsgeschwindigkeiten de/dr transformiert.

4Die im folgenden benutzten Begriffe und Grundregeln der Matrizenrechnung werden im Anhang,
Seite 29, an Hand einfacher Zahlenbeispiele erldutert.
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Gl. (13) lasst sich formal wie eine tibliche skalare Differentialgleichung behandeln. Auf
Matrizengleichungen dieser Art konnen lineare Operationen wie Differenzieren und In-
tegrieren, bei denen die Struktur einer Summe nicht geéindert wird, angewandt werden.
So folgt durch Integration von Gl. (13) iiber die Dauer ¢ der Belichtung

qw:qm+/xqﬂw. (14)

c(0) ist die Integrationskonstante in Gestalt eines Anfangsvektors, der die Verteilung
der Keimkonzentrationen iiber die Stufen zum Anfang der Reaktion fiir 7 = 0 angibt.
Gl. (14) ist eine spezielle VOLTERRAsche Integralgleichung fiir die Vektorfunktion c(t).
Die Koeffizientenmatrix K in Gl. (13) geht in die Kernmatrix der Integralgleichung
(14) tiber. Die Kernmatrix K ist als konstant vorausgesetzt (Fall einer zweifachen Aus-
artung) und kann somit vor das Integral gezogen werden:

dozqm+K/qﬂw. (15)

Die Losung dieser Integralgleichung findet man durch wiederholtes Einsetzen (Ite-
ration) von sukzessive zu verbessernden Néherungen. Als erste Naherungslosung wird
c(7) = c(0) angenommen,

qﬂ:qm+K/qmw

= c(0) + Ktc(0)

= (1 + Kt)c(0) (16)
mit 1 als Einheitsmatrix
1 0 0 . 0
010 0
1= 0 0 1 0
000 ... 1)

Setzt man Gl. (16) in Gl. (15) ein, so ergibt sich
t
qw:cmy+x/a+xﬂqmm-
0

:cmy+K/cmmT+K{/mmmT

1
:(1+Kp+gx%ﬂqm. (17)
Durch Fortfiithrung dieses Verfahrens erhélt man schlieflich
c(t) = (14Kt + 2K + K + - )e(0) (18)
B 2! 3! ’
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Der Klammerfaktor in Gl. (18) ist die Resolventenmatrix B(¢) in Gestalt einer NEU-
MANNschen Reihe, die wegen der konstanten Kernmatrix K = Const formal der Rei-
henentwicklung einer Exponentialfunktion entspricht,

o0 k
B(t) 14 KE K2 LK = > (K) = e, (19)
2! 3! = k!
Die Matrix B ist nach Gl. (19) eine Funktion der Zeit ¢; sie ist aber aulerdem auch eine
Funktion der Intensitdt F, da alle in der konstanten Koeffizientenmatrix K enthaltenen
Elemente nach Gln. (3), (9) und (10) von der Belichtungsintensitét abhéngen.
Die Groflen E und t sind die ,Belichtungsparameter“. Mit der Resolventenmatrix
B(E,t) ldsst sich das Ergebnis der Reaktion des Keimaufbaus als eine lineare Trans-
formation des Vektors der Keimkonzentrationen ¢ beschreiben:

c(E,t) = B(E,1)c(0); (20)

mit anderen Worten: Die Verteilung der Keime auf die Reaktionsstufen erfihrt durch
die Belichtung eine Umgruppierung, die quantitativ durch die Transformationsglei-
chung (20) erfasst wird.

Die Transformationsmatrix B(E,t) enthélt den gesamten Einfluss der Belichtung auf
die Besetzung des Systems der Keimstufen. Deshalb wird fiir diese Matrix die Bezeich-
nung ,, Belichtungsmatrix“ eingefiihrt [6, 9].

3 Der funktionale Zusammenhang

zwischen Belichtung und Schwirzung
der Photoschicht

Nach der Silberkeimtheorie [5] losen die auf einem Silberhalogenidkorn befindlichen
Keime die Reduktion des gesamten Korns im Entwicklungsbad aus, wenn sie eine kri-
tische Mindestgrofle iiberschreiten. Aus rdumlichen Griinden nimmt man an, dass ein
Entwicklungskeim aus mindestens 4 Elementarbestandteilen (Silberatomen) bestehen
miisse, die man sich in Tetraederform angeordnet vorstellen kann. Erst das raumliche
Keimgebilde vermag die Schutzschicht von Hydroxylionen zu durchstoflen, die das Korn
vor dem zu frithen Zugriff des Entwicklers schiitzt. Ein einziger Entwicklungskeim
geniigt zur Reduktion des gesamten Silberhalogenidkorns.

Die Anzahl der Atome eines Keims bezeichnet man als die ,, Keimordnung*“ [7,10,11].
Bei der Erfassung der Entwicklungskeime bleiben die Keime von kleinerer als vierter
Ordnung, die sog. ,,Subkeime“, unberiicksichtigt. Die Konzentration ¢, der Entwick-
lungskeime im Kristallgitter ergibt sich somit als Summe aller Keimkonzentrationen
von der 4. Stufe an bis zur n-ten Stufe,

Ce = Z C;. (21)
Die n-te Keimstufe ist die hochste bei der Reduktion noch beriicksichtigte Keimstufe.
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Man kann von ¢ = 0 bis ¢ = n summieren, wenn man fiir jede Keimstufe eine Entwick-
lungswahrscheinlichkeit w; einfithrt. Mit wy = 0 bis w3 = 0, wy = 1, w5 = 1, usw. lésst
sich Gl. (21) auch in der Form

Ce = Z w;c;. (22)
i=0

schreiben. Die Entwicklungswahrscheinlichkeiten kénnen bei den héheren Keimstufen
Werte innerhalb des von 0 und 1 begrenzten Intervalls annehmen. Der Solarisations-
effekt gibt Anlass zu der Annahme, dass die Keime bei weiterem Wachstum in den
héheren Stufen ihre Entwickelbarkeit wieder verlieren.
Die Komponenten der Entwicklungswahrscheinlichkeiten w; lassen sich zu einem Zei-
lenvektor

W — (U)() w; Wy Wz - U}(]) (23)

zusammenfassen. Gl. (22) ist dann das Skalarprodukt des Spaltenvektors ¢ mit dem

Zeilenvektor w
Ce = WC. (24)

Fiir die Entwicklungskeimkonzentration als Funktion der Belichtung gilt mit Gl. (20)

co(E,t) = wB(E, 1)c(0). (25)

Die mittlere Entwicklungskeimbesetzungszahl z eines Korns folgt aus Gl. (25) durch
Multiplikation der Entwicklungskeimkonzentration ¢, mit dem vom Kornradius a ab-
héngigen empfindlichen Volumen V' (a):

2(E,t,a) = V(a)wB(E, )c(0). (26)

Unter dem empfindlichen Volumen ist der Teil des Silberhalogenidkristalls zu verstehen,
der an der Reaktion als Elektroneneinzugsgebiet beteiligt ist. Die Entwicklungskeime
selbst befinden sich an der Kornoberflidche, wo sie dem Entwickler zugénglich sind. Das
empfindliche Volumen erstreckt sich auf eine Schale bestimmter Dicke unter der Korno-
berfliche. Aus diesem Grunde ist die Empfindlichkeit bei feinkornigen Emulsionen dem
Kornvolumen und bei grobkornigen Emulsionen der Kornoberfliche proportional. Fiir
das dazwischenliegende Gebiet der Empfindlichkeitsfunktion erfolgt ein allméhlicher
Ubergang.
Der Anteil der Korner, die mindestens e in en fiir den Entwickler zugénglichen
Entwicklungskeim erhalten haben, ergibt sich aus der Po1ssoNschen Verteilungsfunk-
tion -3

w(z) = =2 (27)

2!

(z Entwicklungskeimbesetzungszahl eines einzelnen Korns, zZ mittlere Entwicklungs-
keimbesetzungszahl aller Kérner, w Wahrscheinlichkeit) als Komplement zu der Wahr-
scheinlichkeit fiir die Besetzungszahl z = 0,

(1---00)=1—-w(0)=1—¢" (28)

Mit der von NUTTING [12] aufgefundenen Proportionalitéit zwischen dem Anteil der
in der Emulsionsschicht enthaltenen entwickelbaren Kérner und der Schwirzung folgt
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aus Gl. (28) die SVEDBERGsche Schwirzungsformel [13, 14, 6] (S Schwirzung, S
Séttigungsschwéirzung) ~
S =S(1-¢7). (29)
GL (29) ergibt mit Gl. (26) fiir eine transparente Emulsionsschicht mit Kérnern einheit-
licher Grofe @ in dem fiir die Belichtung empfindlichen Volumen V' (a) die Schwérzungs-
formel B

S(E,t,a) = Sp(1 — e V@WBENEO)) (30)
die den funktionalen Zusammenhang zwischen Belichtung und Schwérzung beschreibt.

Die Berticksichtigung der Lichtschwéichung in der triiben Emulsionsschicht (Dicken-
effekt) sowie der Korngroenverteilung fiihrt zu einer gewissen Verzerrung der Funktion
nach Gl. (30) (s. [6, 9]), die aber den grundsitzlichen Funktionsverlauf nicht beriihrt®.
In jedem Falle ist die aus der Belichtung resultierende Schwérzung eine monotone
Funktion der mittleren Entwicklungskeimbesetzungszahl nach Gl. (26).

4 Die Matrixstruktur der Schwirzungsfunktion
und die Abweichung vom Reziprozititsgesetz

Der funktionale Zusammenhang zwischen der Belichtung und der Schwirzung der Pho-
toschicht erfahrt durch die Matrizenrechnung eine gewisse Komplikation. Die im Ab-
schnitt 2.1 angegebene monotone Abhéngigkeit der Schwéarzung vom Zeitintegral der
Elektronenkonzentration wird wegen des Auftretens von Riickreaktionen in der Reak-
tionskette gestort. Dies wird deutlich, wenn man die Koeffizientenmatrix, Gl. (11), in
die Summe einer Koeffizientenmatrix fiir die Hinreaktionen

1 — U2 0 e 0
K,u — 0 M2 —M3 ... 0
0 0 0 ce —unH)
(31)
und einer Koeffizientenmatrix fiir die Riickreaktionen (mit vy = 0)
—1) 121 0 0
0 —U1 1%} 0
K, = 0 0 -1 0
0 0 0 ... —1)
(32)

5Anmerkung des Verfassers im Jahre 2009: Die Einfliisse von Schichdickeneffekt und Korn-
grofenverteilung wurden in einer spiteren Arbeit des Verfassers [Gerth, E.: Derivation of a four-
parameter density formula of the photographic characteristic curve. J. Inf. Rec. Mater. 18 (1990) 3,
161-173] beriicksichtigt, welche aus dem Internet unter der Adresse www.ewald-gerth.de/79.pdf
abgerufen werden kann. Vermittels integrabler aber dennoch physikalisch sinnvoller Funktionen fiir
die Korngroflenverteilung wird eine einfache Formel fiir die Schwérzungsfunktion von 4 Parametern
erhalten, mit welcher die empirisch gewonnenen Schwérzungskurven gut angepasst werden kénnen.

15



zerlegt, so dass
K=K, +K, (33)

gilt.
K enthélt entsprechend Gl. (9) fiir alle Matrixelemente die Elektronenkonzentration N
als Faktor,

K, =K.N, (34)

wobei K* die Matrix der Proportionalititsfaktoren ! der einzelnen Uberginge ist. Die
Belichtungsmatrix ist nach Gln. (19), (33) und (34) gegeben durch

B(t) _ eKt — e(KNJrK,,)t — eK;Nt+Kut. (35)

Aus dem Exponenten der Matrix-Exponentialfunktion Gl. (35) ldsst sich wohl ¢,
nicht aber Nt ausklammern. Das Produkt N -t kann nur als Einheit betrachtet werden,
wenn K = 0 — die ,,Nullmatrix“ — ist, also alle Riickreaktionen verschwinden. Dann gilt
fiir reine Hinreaktionen (Folgereaktionen in Richtung des Aufbaus der Keime)

B(t) = (V1) (36)

¢
Hierin ist NV -t das Zeitintegral der Elektronenkonzentration [ N.(7)dr fiir eine zeitlich
0

konstante Elektronenkonzentration N.(7) = N = const wihrend der Belichtungsdauer
t.

Es sei hier ohne Beweis angegeben, dass entsprechend Gl. (36) eine Matrix-Exponen-
tialfunktion mit dem Zeitintegral der Elektronenkonzentration als unabhéngige Varia-
ble

B(t)=e o : (37)

auch noch fiir den Fall einer zeitlich verénderlichen Elektronenkonzentration gilt, so-
lange alle in der Koeffizientenmatrix enthaltenen Elemente der gleichen Zeitfunktion
N,(7) proportional sind. Dies ist aber nur gegeben, wenn alle Riickreaktionskoeffizienten,
die ja nach GI. (10) der Elektronenkonzentration nicht proportional sind, verschwinden.

Im realen Reaktionsablauf des Keimaufbaus und -abbaus liegen offensichtlich Riick-
reaktionen vor. Der Einfluss der Riickreaktionen macht sich bei der Belichtungswir-
kung der photographischen Schicht durch die Abweichung vom Reziprozititsgesetz
geltend. Dieser Einfluss ist besonders in dem von SCHWARZSCHILD untersuchten Belich-
tungsbereich niedriger Intensitéten offenkundig, in dem die Schwirzung als Funktion
des Zeitintegrals der Elektronenkonzentration nach Gl. (6) die Erfiillung des Rezipro-
zitétsgesetzes erbringen wiirde. Es ist moglich, das SCHWARZSCHILDsche Schwérzungs-
gesetz aus der hier definierten Belichtungsmatrix geschlossen herzuleiten. Diesbeziiglich
sei auf [6] verwiesen. Im folgenden Teil dieses Beitrages werden zur Bestétigung der
obigen Aussage iiber das SCHWARZSCHILD-Gesetz die Ergebnisse elektronischer Be-
rechnungen der Schwérzungsfunktion herangezogen.
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5 Mehrfachbelichtungen
und photographische Effekte

Die photographische Wirkung einer Belichtung ist nach den vorangegangenen Ausfiih-
rungen dieses Beitrags eine Folge der bei der kinetischen Reaktion vonstattengehenden
Verdnderung in der Verteilung der Keime auf die Reaktionsstufen. Der Einfluss der
Belichtung wird nach Gl. (30) und damit auch schon nach Gl. (20) durch eine lineare
Transformation des Vektors der Keimkonzentrationen ¢(¢) mit der Belichtungsmatrix
B(E,t) beschrieben.

Die Belichtung kann in vielfaltiger Weise variieren: So gibt es Langzeit-, Kurzzeit-,
Hochintensitéts- und Niederintensitatsbelichtungen. Des weiteren kénnen die Farbe des
Lichtes, die Strahlungsart, die Temperatur, der Druck, die Feuchtigkeit des Photoma-
terials bei der Belichtung, chemische und mechanische Einwirkungen auf das Photoma-
terial vor, bei und nach der Belichtung usw. die kinetische Reaktion der Umverteilung
der Keime beeinflussen. Alle solche Verdnderungen werden analytisch durch Transfor-
mationsmatrizen erfasst.

Bei einer Doppelbelichtung erfolgt eine zweifache Transformation des Anfangsvek-
tors der Keimkonzentrationen ¢y mit den Belichtungsmatrizen der Erstbelichtung B,
und der Zweitbelichtung B,. (Die Funktionsabhingigkeiten werden im folgenden weg-
gelassen; die Belichtungsstadien sind durch Indizes gekennzeichnet.) Die durch die Erst-
belichtung nach Gl. (20) erzielte Umverteilung des Anfangsvektors cg

Ci = 31C0 (38)
wird bei der Zweitbelichtung einer Neuverteilung unterworfen,
Cy = BQCl = BQBlCQ. (39)

Die den beiden nacheinander durchgefiihrten Belichtungen entsprechende resultierende
Belichtungsmatrix folgt aus einer Matrizenmultiplikation,

BLQ - BQBl. (40)

Hierbei ist zu beachten, dass die Indizes der Matrixfaktoren in dem Matrizenprodukt
definitionsgeméf der Reihenfolge nach von rechts nach links laufen. Eine Umkehrung
der Reihenfolge der Belichtungen und damit auch der Faktoren des Matrizenproduktes
fithrt zu einem anderen Ergebnis, da die Matrizenmultiplikation im allgemeinen nicht
kommutativ ist, so dass die Ungleichung

B,B; # BB, (41)
gilt. Nur in bestimmten Sonderfillen gilt eine Vertauschungsrelation mit
B,B, = B,B.. (42)

So ist die Vertauschungsrelation Gl. (44) ganz gewiss erfiillt, wenn die Intensitit der Be-
lichtung nicht verédndert wird, also die Zweitbelichtung die Erstbelichtung ohne Sprung
in den Ubergangskoeffizienten fortsetzt.
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Sind aber zwei Belichtungen etwa gleicher Lichtmenge in den Faktoren E und ¢
sehr verschieden, so unterscheiden sich auch die Belichtungsmatrizen, und die Ver-
tauschung der Reihenfolge der Belichtungen fithrt zu verschiedenen Resultaten. Somit
findet der WEINLAND-Effekt, wonach bei einer Erstbelichtung hoher Intensitdt und
kurzer Zeit sowie einer Zweitbelichtung niedriger Intensitdt und langer Zeit eine an-
dere (hohere) Schwirzung resultiert als bei der Umkehrung der Reihenfolge der Be-
lichtungen, eine zwanglose qualitative Erkldrung. Die héhere Schwérzung in der Folge
Hochintensitiatsbelichtung — Niederintensitatsbelichtung ist darauf zuriickzufiihren,
dass bei hoher Intensitét sehr viele Subkeime gebildet werden, die zwar noch nicht ent-
wickelbar sind, aber eine giinstige energetische Ausgangsbasis fiir die Zweitbelichtung
abgeben. Bei Umkehrung der Reihenfolge der Belichtungen werden wihrend der langen
Belichtungszeit viele Subkeime schon wieder abgebaut.

In entsprechender Weise ldasst sich die Abhéngigkeit des Schwérzungsresultates
von der Reihenfolge der Belichtungen auch bei anderen Doppelbelichtungseffekten er-
klaren, beispielsweise beim HERSCHEL-Effekt, BECQUEREL-Effekt, CLAYDEN-Effekt,
VILLARD-Effekt und beim physikalischen SABATTIER-Effekt.

Nach der Beendigung einer Belichtung gehen die Reaktionen weiter. Bis zum endgiil-
tigen Abklingen der Elektronenkonzentration erfolgen neben den Abbaureaktionen
noch Aufbaureaktionen der Keime, danach aber nur noch Abbaureaktionen. Die Reak-
tionszeit tp zwischen der Belichtung und der Entwicklung ist im wesentlichen durch den
Abbau des latenten Bildes (Regression, Fading) gekennzeichnet. Die Reaktionswirkung
wird durch eine Regressionsmatrix

R(tr) (43)
analytisch beschrieben.

Der Matrizenformalismus ermdoglicht eine einfache analytische Darstellung der Mehr-
fachbelichtung in Gestalt eines mehrfachen Matrizenproduktes

Bio.mm = B, - - - ByBy. (44)

Bei einer intermittierenden Belichtung wird die Schicht mit einer grolen Zahl gleich-
artiger Lichtimpulse exponiert. In den Dunkelpausen zwischen den Lichtimpulsen gehen
jedoch die Reaktionen des Keimaufbaus und -abbaus noch weiter. Bei kurzen Lichtim-
pulsen und Dunkelpausen, also bei hoher Intermittenzfrequenz, iiberwiegt der Keim-
aufbau, da wiahrend der Dunkelpausen die wenig abklingende Elektronenkonzentration
reaktionsbestimmend ist. Dagegen treten bei niedrigen Intermittenzfrequenzen in den
langen Dunkelpausen die Abbaureaktionen in den Vordergrund.

Mit der Belichtungsmatrix eines Lichtimpulses B(t;) der Dauer ¢;, und der Trans-
formationsmatrix T(¢p) der Dunkelpausen der Dauer ¢p ergibt sich die Wirkung einer
Periode der intermittierenden Belichtung von der Gesamtdauer t; + tp aus dem Ma-

trizenprodukt T(tr)B(t1), (45)

und die Belichtungswirkung von m Lichtimpulsen in der Gesamtzeit t = m(t; +tp) ist
als Transformation des Anfangsvektors ¢(0) mit der Matrixpotenz

B(t) = [T(tp)B(tr)]™ (46)
darstellbar.
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Die Transformationsmatrix der Dunkelpausen T geht bei niedrigen Intermittenzfre-
quenzen naherungsweise in die Regressionsmatrix R iiber.

6 Die Belichtungswirkung
bei zeitlich veridnderlicher Lichtintensitit

Wenn sich im Verlaufe einer Belichtung die Intensitédt dndert, so zieht dies auch eine
Anderung der Koeffizienten- bzw. Kernmatrix K nach sich, die somit eine Funktion der
Zeit K(7) wird; 7 ist hierbei die aktuelle Zeit und ¢ die gesamte Belichtungszeit, die
man sich in viele Zeitintervalle A7; zerlegt zu denken hat.

Fiir jedes Zeitintervall A7; kann man nach Gl. (19) mit den Mittelwerten der Koeffizi-
entenfunktionen K(7;) Belichtungsmatrizen angeben,

B(E, A1) = KA 1 4 K(m) AT, (47)

die nach Gl. (45) alle in ihrer zeitlichen Reihenfolge miteinander multipliziert werden.

Im infinitesimalen Grenzfall, wenn die maximale Lénge der Intervalle gegen Null
und gleichzeitig ihre Anzahl gegen Unendlich geht, erhdlt man aus Gl. (47) das VOL-
TERRAsche Produktintegral als Resolventenmatrix zu einer zeitlich verédnderlichen Ko-
effizientenmatrix fiir die Dauer der Belichtungszeit ¢,

t

(1+K(r)dr). (48)

~1

B(E,t) = [ <007 —

0

o)

Somit kann die im Abschnitt 2.2. zur Vereinfachung der analytischen Herleitung erho-
bene Forderung nach der Konstanz der Koeffizientenmatrix wieder aufgehoben werden.

Jede Belichtung, auch mit beliebigem zeitlichem Verlauf der Intensitédt, hat ihre
eigene Belichtungsmatrix.

7 Theoretische Deutung des Schwarzschild-Effektes
auf der Grundlage der Keimstufentheorie

Der SCHWARZSCHILD-Effekt kennzeichnet eine der typischsten Verhaltensweisen der
photographischen Schicht. Die Vertréglichkeit mit dem SCHWARZSCHILD-Effekt ist eine
Minimalbedingung, welche die Theorie des photographischen Prozesses erfiillen muss.

Der SCHWARZSCHILD-Effekt besteht bekanntlich darin, dass das in der Photochemie
sehr allgemein giiltige Reziprozitétsgesetz

E -t = const, (49)

wonach stets die gleiche photochemische Wirkung hervorgerufen wird, wenn die Inten-
sitit £/ und die Zeit t der Lichteinwirkung das gleiche Produkt E -t bilden, bei der
photographischen Schicht nicht erfiillt ist.
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Auf der Grundlage umfangreicher experimenteller Untersuchungen gelang es SCHWARZ-
SCHILD®) 1899 [15], eine im Bereich niedriger Intensitéit giiltige Formulierung fiir das
vom Reziprozitiatsgesetz abweichende Verhalten der photographischen Schicht anzuge-
ben,

E - t? = const, (50)

in der p (heute ,SCHWARZSCHILD-Exponent“ genannt) eine fiir die jeweilige Photo-
schicht charakteristische Konstante ist, deren Wert etwa zwischen 0,6 und 0,9 liegt. Bei
genaueren experimentellen Untersuchungen erwies es sich aber, dass p nur in gewissen
Belichtungsbereichen ndherungsweise konstant ist. Wahrend p im Bereich niedriger In-
tensitdten 0 < p < 1 ist, steigt diese GréBe beim Ubergang zu Belichtungen hoher
Intensitéat auf 1 < p < 2 an.

Auf Anregung von SCHWARZSCHILD untersuchte KRON [17, 18] die Abweichung
der photographischen Schicht vom Reziprozitatsverhalten im gesamten Normalbelich-
tungsbereich und stellte eine alle Messwerte umfassende Interpolationsformel auf [8],
die im Grenzfall kleiner Intensitéiten in die SCHWARZSCHILD-Formel iibergeht.

Es ist eine an sich selbstverstéindliche Forderung, dass die in diesem Beitrag ver-
tretene Theorie dem strengen Priifstein des SCHWARZSCHILD-Effektes standzuhalten
habe. Dariiber hinaus wire es wiinschenswert, die SCHWARZSCHILD-Formel Gl. (50)
aus den Ansétzen der Theorie geschlossen analytisch herzuleiten. Eine solche Herlei-
tung wird in [6] angegeben. Man geht davon aus, dass die Schwirzung nach Gl. (30)
(bei vernachlassigter Korngrofienstreuung und Schichtdicke) eine monotone Funktion
der Entwicklungskeimkonzentration c.(E,t) nach Gl. (25) ist. Setzt man

c.(E,t) = const (51)
bzw.

wB(E,t)c(0) = const, (52)

so folgt das Reziprozitits-Fehl-Verhalten aus der funktionalen Beziehung zwischen
E und t. Leider lasst sich in der Matrizengleichung (52) weder E noch t explizi-
te darstellen. Durch Vorgabe bestimmter Werte der Koeffizientenmatrix, wobei der
Riickreaktionskoeffizient des Uberganges von der ersten zur nullten Keimstufe alle
iibrigen Riickreaktionskoeffizienten um mehrere Groflenordnungen {iibertrifft, gelingt
es, unter Verwendung von Grenzwert- und Nédherungsbetrachtungen, die SCHWARZ-
SCHILD-Formel herzuleiten. Da die in mathematischer Hinsicht etwas aufwendige Her-
leitung den Rahmen der vorliegenden Arbeit sprengen wiirde, soll hier auf eine Darle-
gung dieses Gegenstandes verzichtet werden”. Man gelangt aber bereits auf Grund einer
einfachen Plausibilitatsiiberlegung zur Einsicht {iber die Richtigkeit der SCHWARZ-
SCHILD-Formel Gl. (50), was im folgenden kurz ausgefiihrt werden soll.

SAm 11. Oktober 1973 jihrte sich zum 100. Male der Geburtstag von KARL SCHWARZSCHILD.
Die wissenschaftliche Photographie verdankt dem groflien Astronomen die Formulierung eines ihrer
grundlegendsten Gesetze. Auf die Verdienste Schwarzschilds, insbesondere um die wissenschaftliche
Photographie, wurde 1966 anlésslich seines 50. Todestages in BILD UND TON [16] hingewiesen.

7Anmerkung des Verfassers im Jahre 2009: Eine analytische Herleitung des SCHWARZSCHILDschen
Schwirzungsgesetzes aus der Belichtungsmatrix wurde in einer spétereren Arbeit des Verfassers gege-
ben, welche unter der Internet-Adresse www.ewald-gerth.de/43.pdf abgerufen werden kann.
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Hierzu wird die bisher konsequent eingehaltene kinetische Betrachtungsweise durch
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen ersetzt. Nach den Ausfithrungen im Abschnitt 2.
sind beide Betrachtungsweisen grundsétzlich einander dquivalent. Anstelle der Bilanz
der Reaktionsgeschwindigkeiten beim Ubergang zwischen zwei Keimstufen wird fiir die
Herleitung die Ubergangswahrscheinlichkeit bzw. eine ihr proportionale GréBe benutzt.

Unter Vernachlissigung aller Riickreaktionen ist die Wahrscheinlichkeit fiir den
Ubergang eines Keims von einer Stufe zur nichsthoheren Stufe (s. Abschnitte 1. und
2.) der Elektronenkonzentration N und der Reaktionszeit ¢ proportional. Wenn in
einer Reaktionskette zwei Ubergéinge nacheinander erfolgen, hingt die resultieren-
de Ubergangswahrscheinlichkeit sowohl von dem ersten als auch von dem zweiten
Ubergang ab, d. h., sie ergibt sich als Produkt der beiden einzelnen Ubergangswahi-
scheinlichkeiten. Somit besteht fiir die Wahrscheinlichkeit des Uberganges von der null-
ten bis zur n-ten Stufe der Reaktionskette eine Proportionalitidt zu (Nt)™. Fiir kon-
stante Wirkung gilt dann die Beziehung

N"t" = const, (53)

die mit Gl. (4) (Proportionalitdt der Elektronenkonzentration N zur Intensitdt F im
Bereich niedriger Intensitdten) auf das Reziprozitétsgesetz Gl. (49) fiihrt.

Nimmt man nun an, dass die erste Keimstufe infolge des Auftretens von Riickreaktio-
nen nicht stabil ist, so stellt sich im Verlaufe der Reaktion zwischen der nullten und
der ersten Keimstufe bald ein zeitlich nicht mehr verénderliches Reaktionsgleichgewicht
ein, d. h., die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen der nullten und der ersten Keim-
stufe hangt nicht mehr von der Zeit ab. Damit verringert sich die Ordnung der Zeit in
Gl (53) um eine Stufe, und man erhalt

N"t""! = const. (54)

Setzt man fiir N Gl (4) ein und zieht die n-te Wurzel, so folgt aus Gl. (54) das
SCHWARZSCHILD-Gesetz Gl. (50) mit dem SCHWARZSCHILD-Exponenten

1
=1—-= 55
p o (55)

der in dem von MITCHELL (s. Abschnitt 1.) angenommenen Fall von vier Reaktions-
stufen, die der Keim vom Empfindlichkeitszentrum bis zum Vollkeim zu durchlaufen
hat, mit n = 4 den Wert p = 0,75 annimmt. Durch Einsetzen von Gl. (3) in Gl. (54)
erhdlt man einen analytischen Ausdruck fiir das Reziprozitédtsverhalten im gesamten
Normalbelichtungsbereich:

40n
(67307

( 1+ — 1)"15"_1 = const. (56)

Mit der Abkiirzung

46n
=a
QeOlg

(57)

in der alle Groflen, welche die Lichtempfindlichkeit des Photomaterials bestimmen,
zusammengefasst sind, folgt nach dem Radizieren aus Gl. (56)

(14 aE)" — 1]t” = const. (58)
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Der Exponent b ist in Gl. (56) b = 1/2. Lasst man fiir b Werte zu, die von 1/2 abweichen,
so gewinnt man eine aulerordentlich grole Anpassungsfahigkeit der Formel an die ex-
perimentellen Messdaten der Reziprozitdtsuntersuchungen photographischer Schichten.
Beispielsweise lieBen sich sdmtliche von KRON [17] angegebenen Messwertreihen mit
Gl. (58) darstellen [8], wobei der Exponent b Werte zwischen 0,5 und 0,7 annahm. Der
Grund fiir diese Abweichung von der theoretisch zu erwartenden Quadratwurzel gemaf
GL (56) ist in dem Auftreten von héhermolekularen als nur bimolekularen Reaktionen
von Elektronen mit Defektelektronen zu sehen.

Die Quadratwurzel in Gl. (56) ist aber ein Ergebnis des im Abschnitt 2.1. behandel-
ten Systems der Elektronen- und Defektelektronenstufen. Das System der Keimstufen
wird davon nicht betroffen. Die bis zum Séttigungszustand verlaufenden Reaktionen
zwischen den Keimstufen bestimmen den SCHWARZSCHILD-Exponenten p, der nach GI.
(58) eine Konstante fiir den gesamten Normalbelichtungsbereich ist. Es ist klar, dass
Gl. (58) nicht mehr gelten kann, sobald sich die Séttigungscharakteristik des Systems
dandert — und zwar bei kurzen Belichtungszeiten, wenn die Séttigung der betreffenden
Keimstufen noch nicht eingetreten ist, oder bei langen Belichtungszeiten, wenn noch
weitere Keimstufen zum Séttigungszustand tibergehen. Somit gilt Gl. (58) nur fiir einen
begrenzten Belichtungsbereich, dessen Breite durch den Gréflenordnungsunterschied
der Ubergangszeiten zum Séttigungszustand benachbarter Keimstufen gegeben ist.

Abschlielend kann in diesem Abschnitt festgestellt werden, dass die strenge Priifung
der Keimstufentheorie durch den SCHWARZSCHILD-Effekt zwar gewisse, noch nicht ge-
klarte Unstimmigkeiten aufdeckt, aber zu keinen grundsétzlichen Widerspriichen dieser
Theorie mit der experimentellen Erfahrung fiihrt.

8 Numerische Berechnung der Schwirzungsfunktion
und Vergleich der Ergebnisse
mit der experimentellen Erfahrung

Die numerische Berechnung der Schwérzungsfunktion liefert die Moglichkeit, die Aus-
sagen der Theorie mit den experimentellen Erfahrungen zu vergleichen und somit
Riickschliisse auf die Theorie zu ziehen. Ein physikalisch begriindetes Verfahren zur
Berechnung der Schwirzungskurve kann dariiber hinaus aber auch von erheblichem
Wert fiir die Praxis sein, beispielsweise bei der photographischen Photometrie.

Die aus der Keimstufentheorie hergeleitete analytische Formulierung der Schwér-
zungsfunktion Gl. (30) enthélt im Exponenten die Belichtungsmatrix B(F,t). Zur Be-
rechnung der Belichtungsmatrix als Resolvente der Integralgleichung (14) nach der
Reihenentwicklung Gl. (19) sind aber derartig viele einzelne Operationen erforderlich,
dass eine Rechnung von Hand nicht mehr in Betracht kommt und die Benutzung elek-
tronischer Rechenautomaten notwendig wird. Vom Verfasser wurde ein Programm zur
Berechnung der Schwirzungsfunktion aufgestellt, das alle wichtigen Auswertungsschrit-
te umfasst: Elektronenkonzentration, Belichtungsmatrix, Entwicklungskeimkonzentra-
tion, Schwérzungsfunktion. Die mit diesem Programm durchgefiihrten Rechnungen er-
brachten eine weitgehende Ubereinstimmung der Theorie mit dem Experiment. Die
Ergebnisse dieser Rechnungen sind in [6] dargelegt.
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Eines der wichtigsten Ergebnisse ist der Befund, dass mit geeigneten, nach plausiblen
physikalischen Uberlegungen vorgegebenen Ubergangskoeffizienten der Keimstufenket-
te auch aus den Rechnungen der SCHWARZSCHILD-Effekt folgt. Um dies zu erldutern,
soll im folgenden zunéchst erst noch auf die Auswirkung des SCHWARZSCHILD-Effektes
auf eine Schar von log E-Schwérzungskurven [14]) mit dem Parameter der Belichtungs-
zeit t eingegangen werden.

Unter der Annahme, dass fiir den gesamten Belichtungsbereich ein SCHWARZSCHILD-
Gesetz gemafl Gl. (50) gelte, ist der SCHWARZSCHILD-Exponent p nicht mehr eine
konstante Grofle, sondern eine Funktion der Belichtungsparameter F und ¢.

Man ermittelt den Schwarzschild-Exponenten p leicht aus dem horizontalen Abstand
zweier mit unterschiedlicher Belichtungszeit aufgenommenen log £-Schwérzungskurven.
Dies héngt damit zusammen, dass in das Diagramm fiir die Schwarzungskurve auf
der Abszisse der Logarithmus des nach SCHWARZSCHILD geltenden Argumentes der
Schwarzungsfunktion EtP eingetragen wird, so dass die Schwérzung eine Funktion von
(logE + p-logt) ist. Unterscheiden sich zwei Belichtungszeiten um den Faktor 2, so
betrégt der horizontale Abstand beider Schwérzungskurven demnach p-log2.
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Bild 3 Schar von Intensitédtsschwarzungskurven im Bereich der Langzeitbelichtung, deren Belichtungs-
zeiten sich um den Parameterfaktor 2 unterscheiden. Aus dem gegeniiber der Pfeillange verkiirzten
horizontalen Abstand der Kurven entnimmt man den SCHWARZSCHILD-Exponenten p = 0,64. Auf
der Ordinate ist die der Schwérzung S proportionale Reduktionswahrscheinlichkeit W,. aufgetragen.
Berechnet mit dem elektronischen Digitalrechner ODRA 1204
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Bild 4 Schar von Intensitatsschwirzungskurven im Bereich der Kurzzeitbelichtung, deren Belichtungs-
zeiten sich um den Parameterfaktor 2 unterscheiden. Aus dem gegeniiber der Pfeillinge verlangerten
horizontalen Abstand der Kurven entnimmt man den SCHWARZSCHILD-Exponenten p = 1,53. Bezug
der Ordinate und der Berechnung — s. Bild 3

23



Der ScawARzSCHILD-Effekt wirkt sich dahingehend aus, dass die Schwarzungskurven
im Bereich niedriger Intensitdten und langer Belichtungszeiten, in dem 0 < p < 1 ist,
enger als log2 zusammenriicken, wihrend sie im Bereich hoher Intensitédten und kurzer
Belichtungszeiten mit 1 < p < 2 weiter als log2 auseinanderriicken.

Bild 3 und Bild 4 zeigen Paare berechneter (normierter) Schwérzungskurven, die
zu verschiedenen Belichtungsbereichen gehtren und deren Einzelkurven sich jeweils um
den Faktor 2 in der Belichtungszeit unterscheiden. Der horizontale, nach links gerich-
tete Pfeil gibt die Strecke log2 an, um die die Kurve 1 bei Verdopplung der Belich-
tungszeit unter Annahme der Giiltigkeit des Reziprozititsgesetzes nach links riicken
wiirde. Stattdessen betréigt der horizontale Abstand zwischen den Kurven 1 und 2
fiir den Bereich der Langzeitbelichtung nach Bild 3  0,64-log2 und fiir den Bereich
der Kurzzeitbelichtung nach Bild 4 1,53-log2. Die Sattigungsschwirzung ist bei der
Rechnung mit Sy = 1 angenommen worden. In anderer Ausdrucksweise handelt es sich
dabei um die ,normierte Schwérzungskurve“ oder die ,,Reduktionswahrscheinlichkeits-
kurve“, da W, = S/Sy ist. Fiir die Berechnung wurde eine KorngroéBenstreuung ange-
nommen, die einer logarithmischen Normalverteilung mit der logarithmischen mitt-
leren Schwankung 0,2 folgt [19,20]. Gegeniiber der entsprechenden Kurve, die bei
der Annahme gleichgrofler Korner erhalten wird, erscheint bei Beriicksichtigung der
Korngrofienstreuung die Schulter der Kurve stark abgeflacht und damit der realen
Schwarzungskurve dhnlicher. Der Schichtdickeneffekt, der zu einer gewissen Streckung
des quasilinearen Teils der Schwirzungskurve fiihrt, blieb bei der Berechnung der Kur-
ven in Bild 3 und Bild 4 noch unberiicksichtigt.

Um einen Uberblick iiber die Abhéingigkeit der Schwirzung von den Belichtungs-
parametern F und ¢ zu erhalten, ist es nicht unbedingt erforderlich, die Rechnung
bis zur expliziten Ausgabe der Schwirzung durchzufiihren; es geniigt fiir viele Be-
trachtungen, die Funktion der Entwicklungskeimkonzentration c.(E,t) zu kennen, da
— abgesehen von der relativ geringfiigigen Verzerrung der Schwérzungskurve durch die
Korngroflenstreuung und den Schichtdickeneffekt — die Entwicklungskeimkonzentration
mit der Schwirzung nach Gl. (25) und Gl. (30) in einem monotonen Zusammenhang
steht. Bei den folgenden Bildbeispielen wird von dieser Moglichkeit Gebrauch gemacht.
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Bild 5 Entwicklungskeimkonzentration c. als Funktion der Belichtungsintensitdt E in logarithmi-
schen Koordinaten. Parameter der Kurvenschar: Belichtungszeit ¢. Berechnet mit dem elektronischen
Digitalrechner ODRA 1204. Angabe des Programms und der Eingabedaten in [6]
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In Bild 5 ist die Entwicklungskeimkonzentration c. als Funktion der Belichtungsin-
tensitdt mit dem Parameter der Belichtungszeit in logarithmischen Koordinaten dar-
gestellt. Der Schwarzschild-Effekt macht sich — in gleicher Weise wie bei den Bildern
3 und 4 — in der Verringerung des Kurvenabstandes in Richtung kleinerer Intensitéten
und ldngerer Zeiten bemerkbar.
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Bild 6 Darstellung der Daten von Bild 5 in Form einer ARENSschen Schwirzungsfliche (logt-logF-

Aquidensitogramm nach [14]).
Parameter der Kurvenschar: Entwicklungskeimkonzentration c.. Die Neigung der Kurven gibt den zu
dem Wertepaar (E,t) gehorigen negativen SCHWARZSCHILD-Exponenten —p an.

Die Ergebnisdaten von Bild 5 lassen sich auch in Form einer ARENSschen Schwér-
zungsflache [21] (logtlog E-Aquidensitogramm einer logt-log B-Schwirzungsfliche nach
[14]) darstellen (Bild 6). Die Kurven konstanter Entwicklungskeimkonzentration ¢, =
const besitzen die aus der Erfahrung bekannte charakteristische Durchbiegung der
Aquidensiten ARENSscher Schwirzungsflichen.
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Bild 7 Darstellung der Daten von Bild 5 in Form KRrRONscher Reziprozitétsfehlerkurven.

Parameter der Kurvenschar: Entwicklungskeimkonzentration c.. Die um 45° geneigten Geraden kenn-
zeichnen gleiche Zeiten (Isochronen). Dem Minimum der Kurven entspricht die optimale Belichtung
mit dem hochsten Wirkungsgrad.
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Fiir jeden durch die Kurven definierten Punkt der Schwérzungsfliche ergibt sich
der SCHWARZSCHILD-Exponent aus der negativen Neigung der Kurve zu —p, da das
SCHWARZSCHILD-Gesetz Gl. (50) in log-arithmischen Koordinaten das Kurvenbild ei-
ner fallenden Geraden mit dem Anstieg —p liefert. Eine Anndherung der Kurven
durch solche Geraden ist nur in gewissen begrenzten Belichtungsbereichen, sogenannten
»SCHWARZSCHILD-Bereichen “, moglich.

Eine weitere Darstellungsart fiir die Ergebnisdaten ist durch die KrRONschen Rezi-
prozitétsfehlerkurven [17, 18] gegeben (Bild 7). Die optimale Belichtung fiir eine be-
stimmte Entwicklungskeimkonzentration und damit auch Schwérzung entspricht jeweils
dem Minimum dieser Kurven. Oberhalb und unterhalb der optimalen Intensitét verrin-
gert sich der photographische Wirkungsgrad der Belichtung und weicht der SCHWARZ-
SCHILD-Exponent von dem Reziprozitatsfall, fiir den p = 1 gilt, ab. Dem fallenden
Kurvenast entspricht ein SCHWARZSCHILD-Exponent von p < 1 und dem ansteigenden
Kurvenast von p > 1.

Zur Berechnung von Doppel- und Mehrfachbelichtungen wurde ein gesondertes Pro-
gramm aufgestellt, bei dem die bereits von dem anderen Programm berechneten Folgen
von Belichtungsmatrizen als Eingabedaten verwendet und weiterverarbeitet werden.
Das Ergebnis der Berechnung des WEINLAND-Effektes zeigen die Bilder 8 und 9. Im
Bild 8 ist auf der Abszisse die Intensitéit der Erstbelichtung und auf der Ordinate die
Intensitét der Zweitbelichtung in logarithmischem Maflstab aufgetragen. Die Kurzzeit-
belichtung ist hierbei die Erstbelichtung. Bild 9 wurde in gleicher Weise wie Bild 8
gewonnen, nur dass in diesem Falle die Langzeitbelichtung die Erstbelichtung ist.
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Abb. 8 1gE;-lgE,-Aquidensitogramm einer Abb. 9 1gE;-lgE,-Aquidensitogramm einer
berechneten Kurz-Lang-Doppelbelichtung. berechneten Lang-Kurz-Doppelbelichtung.
Parameter: c, Parameter: c,

An dem unterschiedlichen Kurvenverlauf der Bilder 8 und 9 erkennt man zunéchst,
dass die Umkehrung der Reihenfolge der Belichtungen zu unterschiedlichen photogra-
phischen Wirkungen in gréferen Belichtungsbereichen fiihrt. Die Ausbuchtungen der
Kurven in Bild 8 weisen auf eine ausgepriigte (berechnete) Hypersensibilisierung bzw.
Latensifikation hin — also eine Empfindlichkeitssteigerung fiir die Langzeitbelichtung
durch eine Vorbelichtung kurzer Zeit und hoher Intensitét, die bei der Umkehrung der
Reihenfolge der berechneten Belichtungen nicht in Erscheinung tritt.
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Die Kurven in Bild 8 besitzen eine dhnliche Gestalt wie die experimentell ermit-
telten Aquidensiten der logF1-logEs-Schwirzungsflichen (Terminologie nach [14]) von
EGGERS und FRIESER [22, 23].

Zu den nicht-kommutativen Doppelbelichtungseffekten zédhlen auch die photogra-
phischen Effekte von CLAYDEN, VILLARD und BECQUEREL.

Vom Verfasser wurden weiterhin der HERSCHEL-Effekt, die Regression und der
Solarisationseffekt berechnet [6]. Auch die Ergebnisse dieser Rechnungen zeigen eine
qualitative Ubereinstimmung mit der experimentellen Erfahrung.

9 Zusammenfassung

Auf der Grundlage der Keimstufenhypothese wird die Belichtung der photographischen
Schicht als eine kinetische Reaktion betrachtet, bei der die Anfangsverteilung der Kei-
me iiber die Reaktionsstufen in eine andere Verteilung transformiert wird.

Die analytische Beschreibung dieses Vorganges als eine lineare Vektortransformation
vermittels der ,,Belichtungsmatrix“ gestattet eine Reihe von Aussagen iiber die photo-
graphischen Belichtungseffekte und liefert die Grundlage fiir die numerische Berechnung
der Schwérzungsfunktion.

Der Verfasser dankt fiir alle Anregungen, Hinweise, Diskussionen und kritischen
Bemerkungen zu der in diesem Beitrag in Form eines umgestalteten Auszuges aus
der Dissertation B [6] wiedergegebenen Theorie der Kinetik des Keimaufbaus beim
photographischen Prozess.
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10 Anhang

Im Anhang des vorliegenden Beitrages sollen die fiir das Versténdnis der Darlegungen
iiber die Belichtungsmatrix erforderlichen Begriffe der Matrizenrechnung auf elemen-
tare Weise erldutert werden. Hierbei wird an das aus der Schulmathematik bekannte
Losungsverfahren eines linearen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten angekniipft.
Dem mit der Matrizenrechnung noch nicht vertrauten Leser wird das Nachrechnen der
folgenden Zahlenbeispiele empfohlen. Durch Beschriankung auf Matrizen 2. Ordnung
wird die damit verbundene Miihe gering gehalten. Die gegebenenfalls vorzunehmende
Erweiterung der Matrizenordnung wird dem Leser nicht schwerfallen.

Das lineare Gleichungssystem

3ZE1 - 41‘2 =1 (A].)

1+ 219 = Yo (A2)

mit den Unbekannten x; und xy besitzt fir y; = 1 und y, = 7 die Losungen x; = 3
und xo = 2, was man unmittelbar erkennt, wenn man diese Werte in (Al) und (A2)
einsetzt,

3.3-4.2=1 (A3)

1.3+2.2=7 (A4)
Man kann das System (A3,A4) auch so auffassen, dass das Wertepaar (3;2) vermittels
des geordneten Zahlenschemas der Koeffizienten

(3 73)-7 ™ (45

in das Wertepaar (1;7) auf der rechten Seite des Systems (A3,A4) umgeformt, d. h.
,transformiert“, wird.

Ein geordnetes Zahlenschema gemifl Gl. (A5) nennt man eine ,Matrix“. Als Symbol
fiir diese Matrix wird ein grofler fett gedruckter Buchstabe benutzt. Die in der Matrix
zusammengeschlossenen Zahlen bezeichnet man als die ,,Elemente; die waagerechten
Kolonnen der Elemente sind die ,,Zeilen “ und die senkrechten die ,,Spalten . Die vorlie-
gende Matrix T ist ,quadratisch®, d. h., sie besitzt die gleiche Anzahl von Zeilen und
Spalten. Eine Matrix 2. Ordnung besitzt 2 Zeilen und 2 Spalten sowie 22 Elemente.
Man nennt die Ordnung der Matrix auch ihren ,Rang“, welcher sich aber auch bei
rechteckigen Matrizen auf die gréfite Zahl der Elemente der Spalten oder Zeilen be-
zieht. Eine Matrix, die nur aus den Elementen einer Spalte besteht, bezeichnet man
als ,,Spaltenvektor“ (oder kurz ,Vektor“). In entsprechender Weise ist eine nur aus
den Elementen einer Zeile bestehende Matrix ein ,Zeilenvektor“. Die Elemente der
Vektoren nennt man ,,Komponenten “.

So kann man die Wertepaare (3;2) und (1;7) als Spaltenvektoren

x—<;’> (A6)

und

y=<;> (A7)

darstellen.
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Vektoren werden im Gegensatz zu quadratischen Matrizen mit kleinen fett gedruckten
Buchstaben bezeichnet.

Mit Hilfe der oben definierten Matrizen und Vektoren lésst sich das Gleichungssystem
(A3,A4) zu einer einzigen Gleichung

)G)6)

bzw.
Tx =y (A9)

zusammenfassen, wobei die Verkniipfungsvorschrift des Spaltenvektors x mit der Ma-
trix T darin besteht, dass die Elemente jeder Zeile der Matrix T mit den Komponen-
ten des Spaltenvektors x der Reihe nach multipliziert und die Produkte dann addiert
werden. Die auf diese Weise definierte ,,Multiplikation“ eines Spaltenvektors mit ei-
ner Matrix bezeichnet man als ,lineare Vektortransformation“. Die Matrix T ist die
, Transformationsmatrix “. Das Ergebnis der Multiplikation ist der Spaltenvektor y.
Man kann eine quadratische Matrix als eine Kombination von Spaltenvektoren
bzw. Zeilenvektoren auffassen. Beispielsweise besteht die Matrix (A5) aus den beiden

Spaltenvektoren < 21% > und ( _;1 ) oder den beiden Zeilenvektoren ( 3 —4 ) und

( 1 2 ) Die einzelnen Spaltenvektoren einer Matrix kénnen wieder einer weiteren
Transformation nach (A9) unterzogen werden.

Definiert man eine zweite Transformationsmatrix

5 6
2

so ergibt die Transformation der Spaltenvektoren in (A5) mit dieser Matrix nach (AS8)
geméfl (A3,A4)

(o)D)= )-( ) Ay
und
(2O ()=(Tie)=(w) e

Die beiden aus der Transformation resultierenden Spaltenvektoren kénnen nun in ihrer
Reihenfolge wieder zu einer quadratischen Matrix zusammengefiigt werden,

21 -8
Tio = ( 17 46 ) . (A13)
(A13) ist das ,,Produkt® der Matrizen T; und T,
T1’2 - T2T1 . <A14)

Bei der Multiplikation zweier Matrizen werden also die Spalten der rechts stehenden
Matrix wie Vektoren mit der links stehenden Matrix multipliziert und in der resultie-
renden Matrix nach der urspriinglichen Reihenfolge wieder zusammengefasst.

30



Diesem Produkt zweier Matrizen entspricht eine zweifache Transformation. So ist nach

Gl. (A8) der Vektor ( g ) in den Vektor ( ;

Transformiert man wiederum den aus der ersten Transformation erhaltenen Vektor

! ) mit der Matrix Ty nach Gl. (A10), so erhdlt man

7
(22)(s)-(2arer)-(a)- a1

Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man auch, wenn man den Ausgangsvektor ( g )

) transformiert worden.

sogleich mit der Produktmatrix (A 13) transformiert,

21 -8 3 21-3—-8-2 A7
(—17 48><2>:<_17.3+46.2>:<41>‘ (A16)

Das Wesen der Transformation eines Vektors mit einer quadratischen Matrix be-
steht darin, dass ein durch den Vektor definierter Punkt im Koordinatensystem eine
durch die Elemente der Matrix festgelegte Verlagerung erfdhrt. Jede Transformation
fithrt zu einer weiteren Verlagerung. Die Gesamtverlagerung mehrerer Transformatio-
nen lésst sich wiederum als nur e i n e Verlagerung darstellen. Die Losung eines linea-
ren Gleichungssystems, von dem im Anhang ausgegangen wurde, ist die Umkehrung
(Inversion) dieses Vorganges. Hierbei sind der resultierende Vektor und die Transfor-
mationsmatrix bekannt, und es wird der Ausgangsvektor gesucht. (Die Problematik
der Inversion einer Matrix braucht hier nicht erértert zu werden, da der vorliegende
Beitrag darauf nicht Bezug nimmt.)

Die Multiplikation von Matrizen unterscheidet sich grundsétzlich von der Multi-
plikation gewohnlicher Zahlen (skalarer Grofien), da aufer Produkten auch Summen
auftreten und die Anordnung der Elemente innerhalb der Matrix von Bedeutung ist.
Ein besonderes Merkmal der Matrizenmultiplikation ist die Nichtvertauschbarkeit der
Faktoren (Nichtkommutativitét). Die Reihenfolge der Faktoren des Matrizenproduktes
folgt streng den sukzessive auszufithrenden Transformationen, wobei nach der Symbolik
gemifl (A14) die zugehorigen Indizes von rechts nach links laufen. Die Vertauschung
der Reihenfolge der Matrixfaktoren fithrt im allgemeinen zu einem anderen als dem
in der urspriinglichen Reihenfolge erzielten Transformationsergebnis. Dies sei an Hand
des oben eingefiihrten Zahlenbeispiels nachgewiesen:

B (3 —4 56\ [(3-5+4-8 3.-6-4-7\ [ 47 -10
T2’1—T1T2—<1 2 )(—8 7>_<1-5—2-8 1-6—2-7>_<—11 20)'
(A17)

Durch Vergleich mit (A13) erkennt man, dass die Matrizenprodukte ToT; und T, T,
ungleich sind,

T.T, #T,T,. (A18)

3 > mit (A17) liefert

Die Transformation des Ausgangsvektors (
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47-10 3 47-3-10-2 121
(—11 20)(2)‘(—11-3+20-2)_< 7 ) (A19)
— abweichend von (A16).

Die Multiplikation einer Matrix mit sich selbst ist selbstversténdlich kommutativ.
Kommutativ ist auch die Multiplikation von Diagonalmatrizen, bei denen alle Elemente
aufler in der von oben links nach unten rechts verlaufenden Diagonale des quadratischen
Schemas zu Null werden,

(oa)(as)=(27)(02) (a0

wie man sich leicht an Hand der oben angegebenen Multiplikationsregel fiir Matrizen
iiberzeugt.

Eine spezielle Diagonalmatrix ist die Einheitsmatrix

10
(L)

die mit jeder beliebigen anderen quadratischen Matrix gleicher Ordnung kommutativ
ist und diese Matrix reproduziert,

(12><01):<1-1+2~0 1.0+2.1>:<1 2>, (A22)

Eine weitere spezielle Matrix ist die Nullmatrix

0 0
0:(0 0), (A24)

in der alle Elemente den Wert Null annehmen. Die Nullmatrix ist ebenfalls mit jeder
anderen Matrix gleicher Ordnung kommutativ und reproduziert sich selbst,

TO=0T=0. (A25)

Ein Spaltenvektor wird durch linksseitige Multiplikation mit der Matrix T nach
(A9) transformiert. In entsprechender Weise transformiert sich ein Zeilenvektor z durch
rechtsseitige Multiplikation mit der Matrix T zu v,

zT =v. (A26)
Die Multiplikation eines Spaltenvektors s = ( ; )

mit dem Zeilenvektor z = ( 5 6 ) ergibt eine gewohnliche Zahl a (Skalar). In dem
sog. ,Skalarprodukt“ muss der Zeilenvektor links und der Spaltenvektor rechts stehen,

a=25=(5 6)<g>:5~3+6~2:27. (A27)

Hierbei werden alle Komponenten des Spaltenvektors mit den durch die Komponenten
des Zeilenvektors gegebenen ,, Gewichten“ summiert.
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Matrizen und Vektoren lassen sich wie iibliche Gréflen zusammenfassen und aus-
klammern, nur muss man dabei stets die unverdnderliche Reihenfolge der nichtkommu-
tativen Matrixfaktoren beachten. An Hand zweier Gleichungssysteme des Typs (A1,A2)
lasst sich leicht zeigen, dass durch Addition der Systeme

Tir=y,. (A28)
und
(Ti+To)r=y,+y, (A30)

folgt. Matrizen oder Vektoren werden addiert, indem man jeweils die Summe der einan-
der entsprechenden Elemente oder Komponenten bildet. Die zu addierenden Matrizen
oder Vektoren miissen selbstverstédndlich vom gleichen Typ sein, d. h., sie miissen das
gleiche Grundschema der Anordnung von Elementen oder Komponenten besitzen. Dem
Leser wird empfohlen, die Richtigkeit der Gleichung

(T1+ To)r =Tuir + Tor (A30)
an Hand von Zahlenbeispielen selbst zu iiberpriifen.
Die Multiplikation von Vektoren und Matrizen mit einer skalaren Grofe a folgt aus
(A3) und (A4), wenn man beide Gleichungen mit a (= 5) multipliziert,
5:3:3—-5-4-2=5-1 (A32)
5-1-3+5-2-2=5-T7. (A33)

Dies entspricht der Transformationsgleichung

(31 733)(3)-(35)

oder

(-1 e

Man entnimmt hieraus die Regel, dass bei der Multiplikation von Vektoren oder Ma-
trizen mit einem Skalar a jede Komponente oder jedes Element mit a multipliziert
wird. Wie man sich an Hand der Gln. (A32) bis (A35) iiberzeugt, ist diese Art der
Multiplikation kommutativ; es gilt also

aT =Ta . (A36)

Auch die Differentiation und Integration von Vektoren und Matrizen sind Operatio-
nen, die sich auf die einzelnen Komponenten oder Elemente beziehen, aber die Struktur
nicht berithren. Durch Differentiation nach ¢ ergibt sich aus (A1) und (A2)

dTq dTo dy1

3— —4— = (A37)
dt at dt
drn | 542 dY2 (A38)
dt dt dt
oder mit (A6,A7) und (A9)
dx dy
— = —. A
dt dt ( 39)
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Die gleiche Uberlegung gilt auch fiir die Integration, so dass es nicht erforderlich er-
scheint, hierfiir ein Beispiel anzugeben.

Eine Matrix, die ja nach obigen Darlegungen als Kombination von Vektoren aufzu-
fassen ist, wird in entsprechender Weise wie ein Vektor differenziert (oder integriert),
indem die Differentiation (oder Integration) auf alle Vektoren der Matrix und damit
auch auf alle Elemente einzeln angewandt wird.

Anmerkung des Verfassers im Jahre 2009:

Der vorliegende Artikel ist im Jahre 1973 in einer Fachzeitschrift fiir Film- und Fototechnik veroffent-
licht worden, welche seinerzeit lediglich auf dem Gebiet der DDR vertrieben wurde. Es ist heute kaum
noch moglich, Exemplare dieser Zeitschrift aufzutreiben oder selbst aus Bibliotheken auszuleihen.
Der Verfasser entschloss sich deshalb, den Text dieses Aufsatzes iiber das INTERNET dem hieran
interessierten Leser zur Verfiigung zu stellen.

Der Text der Originalver6ffentlichung wurde mit dem Textverarbeitungsprogramm LaTeX 2e aufge-
nommen, umgebrochen und wortgetreu wiedergegeben. Lediglich fiir die Symbole von Vektoren und
Matrizen wurden anstatt der Frakturbuchstaben ,,fette* Schriftzeichen verwendet.

Gelegentlich werden Beziige zur Gegenwart mit FuBnoten angemerkt.
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Reaction-kinetic processes
of the emergence of the latent image
and the photographic blackening

Ewald Gerth
Abstract

The article is a rearranged and for better comprehensibility reworked excerpt of the
postdoctoral thesis of the author, which concerns especially the reaction-kinetic process
of the step-like build-up of development specks in the lattice of silver halide crystals in
a photographic emulsion during the exposure to light.

The analytical representation as a system of differential equations, the solution
of which provides a sequence of linear vector transformations by means of matrices,
leads to a new theory of the photographic elementary process. The vector of the initial
distribution of specks of different reaction order arranged in a reaction chain is redis-
tributed by multiplication with a reaction matrix — the so-called “exposure matrix”,
which contains all exposure parameters and establishes the “latent image”. The finally
after development emergent photographic blackening is a monotone function of both.

The formulation of the process by matrices gives new explanations of many pheno-
mena observed empirically at photographic materials. There are above all the photogra-
phic effects like those established by SCHWARZSCHILD and WEINLAND. The SCHWARZ-
scHILD-effect is explained by setting an equilibrium of forward and back reactions by
recharging the specks with free electrons between the first two steps in the reaction
chain. The WEINLAND-effect shows the non-commutativity regarding the blackening
result of two consecutive exposures with equal light quantity F -t (E intensity, ¢ time)
but different values of E' and ¢, which is explained by the non-commutative multiplica-
tions of different exposure matrices. Non-commutative double-exposure effects are also
those of CLAYDEN, VILLARD, and BECQUEREL. All photographic effects are in good
accord with the theory of the matrix-based formulation of the photographic process.

The photographic effects are demonstrated relating to the results of the postdoctoral
thesis of the author.

Comment of the author in 2009:

The present article was published in 1973 by the professional movie-technical journal “BILD UND
TON”. The journal was distributed only in the restricted zone of the GDR, so that it is nearly
impossible to get any exemplar even from a library. Therefore, in order to make the article available
for the interested reader, the author decided to install the full text in the INTERNET.

The text of the original publication has been scanned, made up, and restored word for word by means
of the text processing programme LaTeX 2e. Only for the symbols of vectors and matrices there were
used bold-faced letters instead of Gothic types.

Occasionally, references to the present time are remarked by footnotes.
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