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1. Einleitung

Der élteste bekannte Versuch einer analytischen Darstellung der photographischen
Schwarzungskurve auf der Grundlage der PO1SSON-Verteilung von entwicklungsfahigen
Silberbromidkérnern stammt von SVEDBERG [21] aus dem Jahre 1922. Hier war aber
noch kein eindeutiger Zusammenhang zwischen der Belichtung und der Art bzw. Menge
der Entwicklungskeime gegeben. TOY [22] und spéter SILBERSTEIN [19] griffen diese
Ideen auf und fanden, dal der Anstieg der Kurven durch die Zellenbesetzungszahl der
Po1ssoN-Verteilung bestimmt wird.

SILBERSTEIN und TRIVELLI [20] suchten die Bildung von Entwicklungskeimen auf
die Wirksamkeit einzelner Lichtquanten zuriickzufiithren. Allerdings ergaben sich fiir
Kurvenanstiege, die der Realitédt entsprechen wiirden, sehr kleine Zellenbesetzungszah-
len, so dafl bei ,,weichen“ Emulsionen mitunter schon e in auf das Silberbromidkorn
fallendes Lichtquant hinreichend fiir die Reduktion des ganzen Korns wire. Es
wurde versucht, durch Einfiihrung einer Korngrolenverteilung, die nach Experimen-
ten von Trivelli [23] wegen der Proportionalitéit der Empfindlichkeit zum Kornvolumen
einer Empfindlichkeitsverteilung entspricht, eine Abflachung der Kurven zu erreichen
[15, 16, 24]. Die Kurve wird auch verflacht, wenn geméf diesem theoretischen Ansatz
nur ein Teil eines eingestrahlten Lichtquants zur Wirkung kommt [19]. Indessen ist
aber bekannt, dafl zur Erzeugung eines Entwicklungskeimes das Korn von
mindestens etwa 100 Lichtquanten getroffen werden muf [12]. CANDLER [3] bemiihte
sich in einer Reihe von Arbeiten, die Zellenbesetzungszahl des POISSON-Gesetzes in
einen physikalisch besser begriindeten Zusammenhang mit der Belichtung zu bringen.
Die Schwierigkeiten einer harmonischen Einfiigung des SCHWARZSCHILD-Effektes in
diese Darstellung sind aber auch an Hand der erwédhnten Arbeiten von CANDLER nicht
unbetréchtlich.

1Scanned from an original reprint of the article by the author in 2008.
2 Abstract: www.ewald-gerth.de/16abs.pdf — attached at the end of this article (page 17)
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Fiir die in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagene Darstellung der Schwéarzungskur-
ve ist nicht die Zahl der auf das Silberbromidkorn fallenden Lichtquanten mafigebend,
sondern der st atistischen Gesetzen unterliegende stufenartige Aufbau
von Entwicklungskeimen, deren durchschnittliche Menge eine Funktion des SCHWARZ-
SCHILD-Produktes E - P ist3. Hiermit schlieft die Darstellung unmittelbar an die expe-
rimentellen Erfahrungen an und ist auch fiir praktische Berechnungen zu verwenden.

2. Theoretische Konzeption zur Deutung des Schwarzschild-Effektes

Die folgenden theoretischen Betrachtungen gehen von der Annahme aus, dafi der
SCHWARZSCHILD-Effekt (auch als Zeiteffekt bzw. Abweichung vom Reziprozitiatsgesetz
bezeichnet) auf die Abséttigung der einzelnen Stufen zuriickzufiihren sei, die bei der
Bildung eines entwicklungsfihigen Keimes von mindestens 4 Elementarbestandteilen
(Atomen oder Elementarzellen des Kristallgitters) durchlaufen werden. Dies entspricht
der Hypothese der Subkeime und Vollkeime von BURTON und BERG [2].

Der Keimaufbau vollzieht sich iiber eine Kette von Gleichgewichtsreaktionen, deren
Hinreaktionen durch die lichtelektrische Elektronenkonzentration und deren Riickreak-
tionen durch den unmittelbar auf die schon gebildeten Keime wirkenden Photoeffekt
sowie durch thermischen und chemischen Zerfall bestimmt werden.

Die mathematische Behandlung dieses Problems fiihrt auf ein System von Differen-
tialgleichungen, das analog zu den Differentialgleichungen chemischer Gleichgewichts-
reaktionen gelost werden kann. Als Spezialfall ist hierin formal auch das Differential-
gleichungssystem radioaktiver Zerfallsreihen enthalten.

Die Losung des Gleichungssystems ergibt einen Uberblick iiber das Reziprozitéitsver-
halten im gesamten Belichtungsgebiet. Fiir extrem kurze Belichtungszeiten und hohe
Intensitédten gilt das Reziprozititsgesetz mit dem SCHWARZSCHILD-Exponenten p =
1. Sodann schliefit sich in Richtung groflerer Belichtungszeiten das Gebiet des sog.
,,inversen SCHWARZSCHILD-Effektes“ mit 1 < p < 2 an. Nach Durchlaufen des Belich-
tungsoptimums (Maximum der Funktion S = f(FE - t) und damit Belichtung mit dem
grofiten Wirkungsgrad) mit p = 1 beginnt das Gebiet des normalen SCHWARZSCHILD-
Effektes mit p < 1. Bei extrem langen Belichtungszeiten und kleinen Intensitéten tritt
in zunehmendem Mafle Sattigung der einzelnen Keimordnungsstufen ein, so dafl die
Aquidensite der lgt-lgE-Schwiirzungsfliche [13] mit dem Grenzwert p = 0 fiir t — oo
in eine Parallele zur Abszisse einmiindet.

Eine Unterscheidung von Innenkeimen und Kornoberflichenkeimen ist zur Beschrei-
bung des SCHWARZSCHILD-Effektes nicht unbedingt erforderlich, da der Effekt sowohl
bei Oberflaichenkeim- als auch bei Innenkeimentwicklung auftritt. Die ,,Kaskadentheo-
rie®, wie die hier vorgelegte Konzeption auf der Grundlage eines statistischen Gesetzen
unterliegenden kaskadenartigen Keimaufbaues im folgenden kurz genannt werden soll,
ist aber auch auf unterschiedlich wirksame Kristallbereiche des Silberbromidkorns an-
wendbar.

3Nach [25] hat E die Dimension einer Intensitéit (Beleuchtungsstiirke) und ist nicht zu verwechseln
mit der Energie (z. B. E = hv).
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Die Doppelbelichtung 148t sich nach der Kaskadentheorie so berechnen, daf3 die
Endbedingungen der Erstbelichtung (Verteilung der Keime auf die einzelnen Stufen der
Kaskade) als Anfangsbedingungen der Zweitbelichtung eingesetzt werden. Sind beide
Belichtungen sehr unterschiedlich, so wird bei der Zweitbelichtung wieder ein Gleich-
gewichtszustand angestrebt, der sich sogar in einem Abbau von Keimen (CLAYDEN-
Effekt, HERSCHEL-Effekt, VILLARD-Effekt u. a.) duflern kann.

Uber die mathematische Behandlung des Differentialgleichungssystems soll in wei-
teren Arbeiten? des Verfassers berichtet werden. Im vorliegenden Aufsatz soll zunsichst
auf der Grundlage der Kaskadentheorie eine einfache und plausible Erklarung des
SCHWARZSCHILD-Effektes ohne grofleren mathematischen Aufwand gegeben werden.

2.1 Die Elektronenkonzentration im Kristallgitter

Gemif der quantitativen Formulierung des photoelektrischen Effektes ist die Zahl
der in einem Korper bei gegebener Temperatur in der Zeiteinheit freigesetzten Photo-
elektronen N, der Lichtintensitéit £ (Beleuchtungsstirke nach [25]) proportional. Bei
fortgesetzter Belichtung findet der anfanglich (quasi-)lineare Anstieg der Elektronen-
konzentration N (Anzahl der freien Elektronen in der Volumeneinheit des Kristalls)
allméhlich einen Abschluf} infolge des Verlustes an Leitfahigkeitselektronen durch Ein-
fang in Fallen und Rekombination mit Defektelektronen (Bromatome nach GURNEY
und MoTT [8, 7]). Hierbei ist der Elektronenverlust durch Fallen der jeweils vorhande-
nen Elektronenkonzentration direkt proportional, wogegen der Elektronenverlust durch
Rekombination dem Quadrat der Elektronenkonzentration proportional ist, da das
Verschwinden eines Elektrons auch gleichzeitig das Verschwinden des Defektelektro-
nenpartners bedingt.

Der zeitliche Verlauf der Elektronenkonzentration N im Kristallgitter bei plotzlich
einsetzender und sodann konstant bleibender Intensitét der Belichtung (Rechteckkurve)
148t sich somit aus folgender Differentialgleichung® errechnen:

dN : )

Fri N, —aN — 3N? (N, = const) (1)
a und 3 sind Konstanten, die von der Zahl der Fallen und der Ladungstragerbeweglich-
keit abhéngen. Die Losung der Differentialgleichung (1) ergibt sich mit der Anfangs-

elektronenkonzentration Ny zu

No+ &
N = Atanh (Aﬁt + ar tanh OA%) — ;5, (2)
worin A= 0‘722 + % ist. (2a)

Aus Gl. (2) erhélt man fiir ¢ — oo die Elektronensittigungskonzentration
« 48N
o () 3
20 + a? (3)

4Folgearbeiten: www.ewald-gerth.de/43.pdf und www.ewald-gerth.de/36.pdf
5Samtliche Formelherleitungen sind im Anhang der Originalverdffentlichung (S. 14-17) enthalten.

3
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Aus Gl. (3) folgt fiir kleine Intensitéten

N, 48N,
Noo=-—2 mit 0< 52”<<1 (4)
a !
und fiir grofle Intensitédten
N, . 4pN,

2.2 Vereinfachte mathematische Behandlung der Kaskadentheorie®

Geméif den Vorstellungen der hier dargelegten ,, Kaskadentheorie “ erlangt ein Keim
erst von einer bestimmten Stufe (Ordnung) an Entwicklungsfihigkeit. Fiir einen Keim
n-ter Ordnung, zu dessen Entstehung n elementare Aufbaustufen notwendig sind, wirkt,
falls noch in keiner Stufe Abséttigung erreicht ist, die Elektronenkonzentration N und
die Zeit t nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung n-mal ein. Gleiche Men-
gen an entwicklungsfahigen Keimen und somit gleiche photographische Wirkungen wer-
den demnach erzielt bei

N"™" = const. (6)

Ist die Elektronenkonzentration der Lichtintensitiat proportional, was fiir kleine In-
tensitdten nach Gl. (4) zutrifft, so folgt aus (6) das BUNSEN-ROSCOEsche Rezipro-
zitdtsgesetz

E -t = const. (7)

Bei einer veriinderlichen Elektronenkonzentration wird, analog zu den Uberlegungen,
die zur Aufstellung von Gl. (6) fiihrten, die photographische Wirksamkeit der Belich-
tung durch das Zeitintegral der Elektronenkonzentration bestimmt. Somit ergibt sich
fiir kurze Belichtungszeiten aus dem anfénglich linearen Anstieg der tanh-Funktion GI.
(2) mit

N = Nyt = cEt (c: Proportionalitatskonstante) (8)
t t
c
/ Ndt = ¢E / Ndt = Bt 9)
0 0

6 Anmerkung des Verfassers im Jahre 2008: Der Begriff ,,Kaskade“ wurde bei der Erstfassung des
Manuskriptes in Anlehnung an die Vorstellung eines {iber mehrere Stufen sich ergieflenden Wasser-
falles eingefiihrt. In spéteren Arbeiten des Verfassers wurde hierfiir der besser spezialisierte Begriff
,,Keimstufenfolge“ der kinetischen Reaktionskette des stufenweisen, sukzessiven Aufbaus der Entwick-
lungskeime verwendet.



E. Gerth: Analytische Darstellung der Schwdrzungskurve usw. 5

Aus Gl (9) entnimmt man einen Schwarzschild-Exponenten von p = 2. Dieser
Wert kennzeichnet die obere Grenze des Schwarzschild-Exponenten, die in der Praxis
(soweit dem Verfasser bekannt) niemals ganz erreicht wird. In Gl. (9) wurde die ,,Be-
lichtungsnachwirkung “ nicht beriicksichtigt. Darunter ist die photographische Wirkung
der abklingenden Elektronenkonzentration nach Aufhéren der Belichtung zu verstehen.
Bei sehr kurzen Belichtungszeiten wird die photographische Wirkung fast ausschliellich
durch die ,,Belichtungsnachwirkung“ bestimmt. Nimmt man der Einfachheit halber ei-
ne lineare Abnahme der Elektronenkonzentration N in deren Abklingperiode an, so
gilt mit GL. (8)

N = —kipy + cEt (k = const). (10)

cEt [s. Gl (8)] ist der Anfangswert der Elektronenkonzentration in der Periode der
Belichtungsnachwirkung, der durch die Daten der Hauptbelichtung gegeben ist und
bei der Integration iiber die Zeit der Belichtungsnachwirkung tgy als Konstante zu
betrachten ist.

Die Integration iiber die Elektronenkonzentration N bis zum Zeitpunkt tpy, = ﬁEt
des Verschwindens derselben ergibt

BN, )
/ Ndtpy = = B (11)
2k ’
0
d. h., hierfiir ist das Reziprozitéatsgesetz erfiillt.
Zu dem gleichen Ergebnis kommt man auch, wenn man in Gl. (2), ausgehend von

einer Anfangselektronenkonzentration Ny, N, = 0 setzt und das Integral

[ Nat
berechnet. 0

Bei kurzen und sehr kurzen Belichtungszeiten tritt der Abbau von Keimen ge-
geniiber dem Aufbau von Keimen nicht in Erscheinung. Ist aber die erste Keimstufe
infolge der Einstellung eines Gleichgewichtes zwischen Hin- und Riickreaktion bereits
abgesittigt (Bereich der Normalbelichtung), so wird die Ordnung der Zeit gegeniiber
Gl (6) um eine Stufe erniedrigt, und man erhélt aus

N"t""! = const (12)

mit 1 — L = p fiir niedrige Intensitéiten mit N ~ E nach Gl. (4) die SCHWARZSCHILD-
Formel

Et? = const (13)
mit bzw. mit "+ = ¢ die andere Version dieser Bezichung
E% = const. (14)

Bei hoheren Lichtintensitéten ist die Elektronenkonzentration im Kristallgitter nach
Gl. (5) der Quadratwurzel der Lichtintensitét proportional [11].

5
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Aus

E3t"! = const (15)
folgt gemdB Gl (13) p=2(1—2) .

Setzt man die Schwarzschild-Formel Gl. (13) mit variablem p fiir alle Belichtungsbe-
reiche als giiltig an, so geht im Normalbelichtungsbereich ein fiir geringe Intensitéaten
giiltiger SCHWARZSCHILD-Exponent von etwa p = 0.75 (normaler SCHWARZSCHILD-
Effekt) in Richtung hoherer Intensitdten in p = 1.5 iiber (inverser SCHWARZSCHILD-
Effekt). Nach Gl. (9) ist der grofitmogliche Wert fiir den SCHWARZSCHILD-Exponenten
im Bereich hoher Intensitaten p = 2. Gl. (9) beziiglich seiner Entstehung grundsétzlich
von Gl. (15)._zu unterscheiden. In Richtung kleinerwerdender Belichtungszeiten erfolgt
ein stetiger Ubergang der Schwirzungsfunktion S = f(E,t), wobei die Formulierungen
durch Gl. (9) bzw. (15) als Grenzfille zu betrachten sind und stets 1 < p < 2 bleibt.
Fithrt man in Gl (12) Gl (3) mit

46N,

2

=aF (16)
ein, so erhélt man eine Beziehung @

(V14 aE — l)tl_% = const, (17)

die das Reziprozitdtsverhalten der photographischen Schicht im gesamten Normalbe-
lichtungsbereich beschreibt. Vor allem wird durch Gl. (17) das Ubergangsgebiet vom
normalen zum inversen Schwarzschild-Effekt erfaft. Die Schwarzschild-Formel (13) mit
p = const ist hierin als Sonderfall enthalten. Die Konstante a ist ausschliellich von den
Kristalleigenschaften (Struktur und Dispersion der Fallen, Elektronen- und Ionenbe-
weglichkeit u. a.) abhéngig.

7000

L

(lg)E 1
100 N

10

01

001 01 7 10 100
(lg)t—

Abb. 1. Verlauf einer Aquidensite der lgt-lgE-Schwirzungsfliiche unter Zugrundelegung der Beziehung
Gl. (17). Durch die Schreibweise 1gF wird verdeutlicht, da8 es sich um logarithmische Koordinaten
handelt, in deren Teilung die numeri eingetragen sind.

6
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Setzt man voraus, dal die Schwérzung eine eindeutige Funktion der Menge der
entwicklungsfihigen Keime sei, so wird Gl. (17) durch eine Aquidensitenschar in der lgt-
lgE-Schwirzungsfliche dargestellt. Mit a=1 und n=4 hat eine Aquidensite der Schar
den in der Abb. 1 dargestellten, mit der Realitét qualitativ ibereinstimmenden Verlauf.

Berechnet man die Belichtung H = Et aus den Wertepaaren der Abb. 1 nach Gl. (17):

const - F
H=Ft= —, 18
(V1+aE —1)n1 (18)

so findet man fir

4 n—1
E=-""""_ 19
a(n—2)?2 (19)
ein Minimum der Funktion H = f(F) und damit ein Optimum der Belichtung mit
dem grofiten Wirkungsgrad (Abb. 2).

MM

0

! o1 1 0 100 (lg] € —=
Abb. 2. Reziprozititskurve nach Kron [14]; Darstellung der Abhéngigkeit der Belichtung H von der

Intensitdt F fiir S = const in doppeltlogarithmischen Koordinaten

Der Anstieg der Kurve nach Gl. (18) ergibt sich in doppeltlogarithmischer Darstel-
lung zu

dInH ] n o a FE (20)
m = =1- - )
dInE n—121+aF —V1+aF
Fiir kleine Intensitdten nimmt m den Grenzwert
1
limm=1- " =— (21a)
E=0 n—1 n—1
und fiir grofle Intensitdten den Grenzwert
2 -2
lim m=1-— - an. (21b)

E—o0 2(n—1) 2(n-1)

Die Kurve in Abb. 2 zeigt einen parabeldhnlichen Verlauf. Derartige ,,Rezipro-
zitatskurven“ fiir konstante Schwirzung wurden zuerst von KRON [14] 1913 experi-
mentell aufgenommen.
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Die Kurven zeichnen sich durch eine gute Symmetrie aus [14, 16]. KRON versuchte,
seine Meflergebnisse durch eine Hyperbel wiederzugeben. HALM [9] gelang 1922 eine
noch bessere Anndherung durch Anwendung der cosh-Funktion

Eotyrs Exe [ ENx
H=Ft= 2[QZ)+(EQ ] (21)

Fiir sehr niedrige Intensitéten geht Gl. (21) in

logEt = const — klogF (22)
bzw. 1
EtT+ = const (23)
mit dem Schwarzschild-Exponenten p = —— iiber.

14k
Die Symmetrie der Reziprozitédtskurve ist wohl keine notwendige, sicher aber haufige

Erscheinung.
Gl. (18) und GI. (21) lassen sich nur durch Néherungen ineinander iiberfiihren.

Setzt man die Symmetrie, wie sie von KRON [14] experimentell gefunden wurde,
auch bei der Kurve in Abb. 2 voraus, so braucht man nur die Absolutbetrige von GI.
(21a) und (21b) gleichzusetzen

1 n—2
n—1 2(n-—1)
und wird dann auf den Wert n = 4 gefiihrt.

Hiernach ist zu vermuten, dafl im allgemeinen erst Keime von 4. Ordnung an ent-
wicklungsfdhig seien, wahrend Keime mit niedrigerer Ordnung die Rolle von Subkei-
men spielen. Die Keimordnung n = 4 wird auch aus rdumlichen Griinden verstéandlich.
Die Entwicklung [7] findet an der Grenzschicht Silberbromidkristall/Entwickler statt.
Nach der Silber-Elektroden-Theorie von GURNEY und MOTT [8] steht dabei ein Teil
des Keims mit dem Kristall und der andere mit der Entwicklerlosung in elektrischer
Berithrung. Zur Durchstoung der elektrischen Doppelschicht [17], die den Kristall vor
dem zu frithen Zugriff des Entwicklers schiitzt, ist ein rdumliches Keimgebilde erfor-
derlich. Der Keim mufl daher aus mindestens 4 Grundbausteinen (vermutlich Silbera-
tomen) bestehen, die man sich in Tetraederform angeordnet vorstellen kann.

Da der Schwarzschild-Exponent im Gebiet der Langbelichtung im allgemeinen Wer-
te zwischen p = 0.7 und p = 0.8 annimmt, erhilt man mit einem mittleren Schwarzschild-
Exponenten von p = 0.75 ebenfalls nach Gl. (12) n = 4.

Fiir p = 0.8 erhélt man n = 5, was geméaf der obigen Vorstellung der Bausteinan-
ordnung eines Doppeltetraeders entspriche. Die Spitzen eines solchen Doppeltetraeders
reichen hiernach gleichweit in den Kristall und in die Entwicklerlosung hinein und stel-
len so einen innigen elektrischen Kontakt zwischen beiden her.

Fiir nicht zu grofle Belichtungsbereiche wird das Verhalten der photographischen
Schicht in guter Naherung durch die SCHWARZSCHILD-Formel beschrieben. Bei festge-
legten Toleranzgrenzen des SCHWARZSCHILD-Exponenten gilt Gl. (13) in einem sog.
»SCHWARZSCHILD-Bereich “ [13]. Fiir grofiere Belichtungsbereiche ist p eine Funktion
der Zeit und der Intensitét der Belichtung.

(24)

8
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Die fiir die Schwérzung der Schicht mafigebliche mittlere Zellenbesetzungszahl an
entwicklungsfihigen Silberbromidkornern ist nach Gl. (12) eine Funktion von (Et?)".
EtP ist hierbei als (praxisbezogene) Abkiirzung fiir Gl. (17) zu betrachten.

3. Die analytische Darstellung der Schwirzungskurve

Die Gesamtschwérzung einer Schicht setzt sich additiv aus den Einzelschwirzungen
von Partialschichten zusammen. Bei Partialschichten, deren Dicke Ax gegen den Grenz-
wert 0 strebt, miifite die Schwarzung verschwinden. Der Differentialquotient

_dS
sp — dIL”
dessen Abhéngigkeit von den Belichtungsbedingungen ein wesentliches Charakteristi-
kum der Emulsion ist, wird hier als ,,spezifische Schwéarzung“ bezeichnet.
Eine ,,spezifische lgE-Schwarzungskurve  ist geméfl der Terminologie nach [13] die
Darstellung der Funktion

(25)

ds
= f(lgE, x). 26
o~ ek, ) (26)
Fiir Partialschichten endlicher Dicke Az erhélt man nach Gl. (26)
AS = f(lgE, z)Ax. (27)

Die einzelnen Schwérzungskurven der Partialschichten (kurz ,,Partialschwérzungskur-
ven “ genannt) sind in dem lgF —S—Diagramm um den Schwérzungsbetrag der dariiber-
liegenden unentwickelten Partialschichten gegeneinander in Abszissenrichtung verscho-
ben (Dickeneffekt [16]). Addiert man die Partialschwérzungskurven, so ergibt sich eine
resultierende Schwérzungskurve, deren mittlerer Teil gegeniiber einer einzelnen Parti-
alschwérzungskurve in der Form linear gestreckt erscheint.

Der lineare Teil der Schwérzungskurve ist um so grofler, je kleiner der Belichtungs-
spielraum zwischen Schwellenwert und Sattigung der spezifischen Schwérzungskurve
ist. Eine physikalisch begriindete analytische Darstellung der Schwérzungskurve muf
von der Wahrscheinlichkeit ausgehen, mit der die statistisch in der Gelatine verteilten
Silberbromidkérner infolge der Lichteinwirkung entwicklungsfiahig werden.

Die PorssoNnsche Wahrscheinlichkeit fiir die Reduktion der Silberbromidkorner ist
(siehe in der Einleitung angegebenes Schrifttum)

1—W(0)=1—¢7, (28)

wobei die mittlere Zellenbesetzungszahl der i-ten Partialschicht z; in Abhéngigkeit von
der Menge der durch die Belichtung entstandenen Entwicklungskeime nach (12) und
(13) (als Abkiirzung fiir die umfassendere Gleichung (17)) angesetzt wird, zu

1
;= —(eBt? - 107 Pw)n 2
= e ) (29)

mit D: spezifische Schwérzung der unentwickelten Schicht,
x: Tiefe der i-ten Partialschicht,
¢: Empfindlichkeitskonstante.
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Geméfl der NUTTINGschen Schwirzungsformel [18], wonach die Schwérzung einer
photographischen Schicht eine lineare Funktion der Anzahl je Flacheneinheit und der
mittleren Projektionsfliche der darin enthaltenen Pigmente ist, erhélt man fiir die
Schwirzung einer Partialschicht

AS; = AS[1 — 10-EEP10770") (30)

mit AS;, als Séttigungsschwérzung der Partialschicht. Die Gesamtschwirzung der
Schicht ergibt sich damit zu

1 ] D —Dzx;\n
§ =A% = Sl =G 0T (31)
i =1

mit Sy als Sattigungsschwirzung der Gesamtschicht.

Fiir die praktische Berechnung von Schwérzungskurven empfiehlt es sich, eine Zer-
legung der Schicht in Partialschichten vorzunehmen. Die Zahl 10 wurde wegen der
Definition der Schwérzung als dekadischer Logarithmus der Opazitédt und aus Griinden
der Rechenerleichterung als Basis gew#hlt.

Die Berechnung der (integralen) Schwirzung fiir den Grenzfall infinitesimal diinner
Partialschichten nach Gl. (32) ist unverhéaltnisméBig schwieriger als nach Gl. (31), da
sich das Integral nicht elementar auswerten 148t und man auf numerische Naherungslo-
sungen angewiesen ist?,

S = So[l . :;I'/e(E*Etp-e_D*z)ndx] (32)
°0
(x, = Schichtdicke; die *-Grofien enthalten gegeniiber Gl. (31) noch den Modul.)

Zur Uberpriifung des analytischen Ausdruckes fiir die Schwirzung in Abhéingigkeit
von der Belichtung nach (31) bzw. (32) wurde eine (theoretische) Zerlegung der ange-
nommenen Gesamtschicht von x, = 20pum Dicke in j = 5 Partialschichten vorgenom-
men. Bei einer angenommenen Schwérzung von S = 1.0 der unentwickelten Schicht ist
dann die ,,spezifische Schwérzung*

_os_ 1
Az 20pm

Abb. 3 zeigt die Schar der Partialschwarzungskurven und die resultierende Schwiér-
zungskurve fiir die Ordnung der Keime n = 1 und Abb. 4 die entsprechenden Kurven
fiir die durch theoretische Betrachtungen des photographischen Prozesses nahegelegte
Keimordnung n = 4.

Beide Félle sind denkbar. Wie bereits erwéhnt, mufl ein entwicklungsfahiger Keim
mindestens von 4. Ordnung sein. Durch Reifung oder Vorbelichtung (auch Quecksilber-
dampf- und Goldbehandlung) kénnen aber auf der Kornoberfléche schon Keime 3. Ord-
nung vorhanden sein, so dafl von der Belichtung im Mittel nur noch eine Ordnungsstufe
aufgebracht zu werden braucht. Mit dem kleineren Wert fiir n ist — in Ubereinstimmung
mit der Praxis — die Empfindlichkeit grofler, die Gradation flacher und auch der Be-
lichtungsspielraum grofler als bei Durchlaufen aller Keimstufen.

=500 cm ™. (33)

"Die Integration fiihrt auf eine Exponentialintegralfunktion — s. www.ewald-gerth.de/23.pdf
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E. Gerth: Analytische Darstellung der Schwdrzungskurve usw. 11

Die Bedingung fiir die Linearitat 2 der Schwirzungskurve 1a3t sich grob etwa so an-
geben: Die erste Partialschwiirzungskurve® der Schicht mufl wesentlich vor dem Schwel-
lenwert der letzten die Sattigungsschwérzung erreicht haben. Hieraus ergibt sich eine
sehr einfache Methode zur Linearisierung stark S-formiger Schwérzungskurven, zur
Senkung ihres y-Wertes und zur Vergroflerung des Belichtungsspielraumes: Man farbt
die Schicht vor der Belichtung mit einer auswaschbaren grauen Farbe an.

2

N —

-~

L —
| —1 I —— 1
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

(lg)E —

Abb. 3. Schar der Partialschwéirzungskurven und Gesamtschwirzungskurve bei der Keimordnung
n=1und ¢ = 0.01
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Abb. 4. Schar der Partialschwérzungskurven und Gesamtschwirzungskurve bei der Keimordnung
n =4 und ¢ = 0,01

Sehr dicke Schichten ergeben ebenfalls lineare Schwirzungskurven. Selbstverstand-
lich kann man den y-Wert einer Photoschicht auch durch Unterentwicklung herabset-
zen. Die hier angestellten Uberlegungen betreffen stets die ausentwickelte Schicht, fiir
die v gilt.

Nach Gl (31) ist die Schwirzung einer entwickelten Photoschicht eine Funktion des
Schwarzschild-Produktes EtP. Die nach dieser Formel konstruierte lgF-Schwérzungs-
kurve muf§ daher einen anderen Anstieg auf weisen als die 1gt-Schwérzungskurve. Durch
Differenzieren von Gl. (31) erhélt man

a8 1

M= Olgt = S,(In10)*pn(e BtP)" - EZ 10~ (eBt#-107P2i) 40 Da;] (34)
und =1
a8 1J p10-Doiyn
VE = GE S,(In10)*n(c EtP)™ - ;Z 10~ [EBr 10727 4 n D] (35)
=1

8 Anm. im Jahre 2008: Analytische Ausfiihrung der Integration — www.ewald-gerth.de/79.pdf
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Aus Gln. (34, 35) folgt auch die bekannte Beziehung
b
YE
Nach Gln. (34, 35) ist es leicht moglich, den v-Wert (z. B. vg) in Abhéngigkeit von
der Schichtdicke bei gegebener spezifischer Séttigungsschwirzung der Emulsion zu be-
rechnen. So ergibt sich nach Gl. (35) zu der in Abb. 3 dargestellten Gesamtschwirzungs-
kurve fiir £ = 100 (relatives Maf}) ein Anstieg von v = 1.445. Beseitigt man eine der
5 Partialschichten, so erhélt man fiir 4 Partialschichten bei gleicher Intensitit v =
1.161, fiir 3 Partialschichten v =0.861, fiir 2 Partialschichten vz = 0.526 und fiir eine
Partialschicht vz = 0.212. In Abb. 5 erkennt man, dafl der vg-Wert mit wachsender
Schichtdicke nicht unbegrenzt zunimmt, sondern eine Séttigung erreicht.

=p. (36)

Z
Zm»—-»———-————---:;; —J ————— ey e
7
/
7 4
/
/r
/
4 8121620 40 60

Dicke g —~

Abb. 5. yg in Abhiingigkeit von der Schichtdicke mit D = 500 cm ™1, ¢ = 0.01, ¢t = 1 (relatives Ma8),
n =1, E = 100 (relatives Maf)

Setzt man in die Gleichungen (29) bis (36) an Stelle von Et? Gl. (17) ein, so findet
man einen maximal um den Faktor 2 grofleren Anstieg der lg E-Schwérzungskurven im
Bereich kleiner Intensitdten und grofler Zeiten als im Bereich grofler Intensitdten und
kleiner Zeiten der Belichtung. Hieraus ist zu schlieflen, dal der bekannte Ultrakurzzeit-
Effekt [17, S. 33] offenbar in einem engen Zusammenhang mit dem SCHWARZSCHILD-
Effekt steht.

Aus der hier entwickelten analytischen Darstellung der Schwérzungskurve kénnen
weitere spezielle Darstellungen, z. B. der Doppelbelichtungsschwarzungskurve, der Sa-
BATTIER-Schwarzungskurve, der Solarisationsschwérzungskurve usw., gefolgert wer-
den.

Das Argument der Doppelbelichtungsschwérzungskurve ergibt sich aus der Sum-
menbeziehung der Doppelbelichtung [5, 13]. Bei der Kopier-SABATTIER-Schwérzungs-
kurve wird die Abdeckung der unteren Schichtlagen durch die bereits entwickelten
oberen Schichtlagen bei der Zweitbelichtung beriicksichtigt.

Zur analytischen Darstellung der Solarisationsschwérzungskurve geht man wieder
von der durch Gl. (31) beschriebenen Schwérzungskurve mit Séttigungscharakteristik
aus. Geméf Gl. (31) wird die Schwérzung durch die Zahl der entwickelbaren Be-
lichtungskeime bestimmt. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Reduktion der Silberbro-
midkorner ist durch Gl. (28) und (29) gegeben.

12



E. Gerth: Analytische Darstellung der Schwdrzungskurve usw. 13

Der Solarisationseffekt ist dadurch gekennzeichnet, dafl bei fortgesetzter Belichtung
kein weiterer Keimaufbau erfolgt, sondern dafl im Gegenteil sogar schon gebildete Ent-
wicklungskeime wieder zerfallen oder zumindest ihre Entwicklungsfihigkeit verlieren.
Im Schrifttum [l, 4,12] wird hierfiir meistens die Abscheidung des photochemischen
Reaktionsproduktes Brom in statu nascendi an der Kornoberfliche als Begriindung
angegeben (Rehalogenierungstheorie). Von CANDLER [4] wird das Zusammenwirken
der Rehalogenierung und der Koagulation angenommen.

Die PoissoNsche Wahrscheinlichkeit, dafl ein Silberbromidkorn vom Zerfall seiner
Entwicklungskeime verschont wird, ist

W,(0) = e >, (37)
wobel )
Ty = — SE'tpS -1 —Dzx;\ns
Z g e(€ 0 ) (38)

die mittlere Zellenbesetzungszahl der noch entwicklungsfihigen Silberbromidkorner der
i-ten Partialschicht bedeutet. Der Index s kennzeichnet hier die Gréfien der Solarisa-
tion. Der SCHWARZSCHILD-Exponent im Normalbelichtungsbereich p kann sich von
dem SCHWARZSCHILD-Exponenten im Solarisationsbereich py unterscheiden [4, 6]. Der
Grund hierfiir ist nicht nur in den unterschiedlichen Belichtungsbereichen zu suchen, fiir
die kein einheitlicher SCHWARZSCHILD-Bereich mehr angebbar ist [13], sondern vor al-
lem darin, daf§ im Normalbelichtungsbereich vorwiegend ein Aufbau und im Solarisati-
onsbereich ein Abbau der Entwicklungskeime erfolgt. Die Untersuchung des SCHWARZ-
scHILD-Effektes im Solarisationsbereich kann daher wertvolle Hinweise fiir die Theorie
des photographischen Prozesses liefern.

ns kann von 1 abweichen, da mitunter Keime hoherer als zur Entwicklung not-
wendiger Ordnungszahl {iber mehrere Stufen abgebaut werden miissen, bis sie ihre
Entwicklungsfiahigkeit verlieren.

Nach der Produktregel der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist mit (28) und (37) die
resultierende Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von entwicklungsfahigen Silberbro-
midkornern

Wies = (1= W(0)) Wi(0) = (1 —e %) ™. (39)

Die Schwérzung einer solarisierenden Partialschicht ergibt sich damit zu

AS; = DS, [1 — 107EF07 070 g (esBre 107 b (40)

und die Gesamtschwirzung zu

AS; = Sol ij[l — 10*(EsEt”'10‘D”>”} 10~ (e EtPe-107Pma)me. (41)
i=1
Fiir 5 = 0 geht Gl. (41) in Gl. (31) iiber.
Gl. (41) besitzt einen Extremwert der Schwirzung, der, wie ein Vergleich von Abb.
6 mit Abb. 3 zeigt, betrachtlich unter der Sattigungsschwérzung liegt. Dies stimmt mit
der Erfahrungstatsache iiberein, daff nach Beseitigung der Solarisation durch brombin-
dende Zusétze zur Emulsion die Maximalschwéarzung erhoht wird.

13
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Nach Gl. (40) wurde eine Solarisationsschwirzungskurve fiir 5 Partialschichten be-
rechnet mit S, = 2, p = p, = 1, ¢ = 0.01, ¢, = 0.001, D = 500 cm™!, n = n, = 1,
T, = 20pm, t = 1 (Intensitdtsvariation) und in Abb. 6 graphisch dargestellt. Die Emp-
findlichkeitskonstante €, bestimmt die ;,,Dachbreite“ der Solarisationsschwérzungskurve
und die Keimordnungszahl n, den Anstieg der positiven Flanke der Schwérzungskurve.
Abb. 6 148t fiir n = ny = 1 eine sehr symmetrische Form der resultierenden Sola-
risationsschwérzungskurve erkennen. Im allgemeinen findet man, dafl der Abfall der
Kurve auf der Seite der hohen Belichtung (positive Flanke) geringer ist als jenseits
des Schwirzungsminimums (negative Flanke). Daraus kann man entnehmen, dafl fast
generell n > n, gilt.

L N
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Abb. 6. Schar der Partialschwérzungskurven und Gesamtschwéarzungskurve des Solarisationseffektes

Viele Solarisationschwérzungskurven miinden auf der positiven Seite asymptotisch
in einen konstanten Schwérzungswert ein. Dies deutet darauf hin, dal entweder durch
erneute Keimbildung an schon solarisierten Silberbromidkérnern ein Reaktionsgleich-
gewicht zwischen dem Zerfall der Keime durch Solarisation und dem Wiederaufbau
durch weitere Belichtung eintritt oder daf eine gewisse Anzahl von Kérnern sich durch
Immunitét gegeniiber der Solarisation auszeichnet.

Auf die Theorie der Solarisation soll in einer spéiteren Arbeit genauer eingegangen
werden.

Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit war, eine auf der Theorie des photographi-
schen Prozesses begriindete analytische Darstellung der normalen Schwérzungskurve
zu finden.

Anhang
Ausfiihrliche Formelherleitungen®

[Anmerkung des Autors im Jahre 2008: Auf die Wiedergabe der Formelherleitungen
wird verzichtet, da der hieran interessierte Leser auf die Originalvertffentlichung in der Zeitschrift fir

wissenschaftliche Photographie von 1965 verwiesen werden kann.]

9Die ausfiihrlichen Formelherleitungen sind in der Originalarbeit auf den Seiten 14-17 abgedruckt.
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Zusammenfassung

Der Aufbau von Entwicklungskeimen an Silberbromidkristallen wird als eine Kette
von Gleichgewichtsreaktionen betrachtet, wobei die Hinreaktionen durch die in dem
Kristallgitter vorliegende Konzentration an freien Elektronen und die Riickreaktionen
durch den unmittelbar auf die schon gebildeten Keime einwirkenden Photoeffekt be-
stimmt werden. Die Elektronensittigungskonzentration ist bei geringer Belichtungsin-
tensitét dieser direkt und bei grofler Belichtungsintensitiat der Quadratwurzel derselben
proportional.

Unter der Annahme, dafl Keime 1. Ordnung ein hohes Absorptionsvermogen fiir
Licht bestimmter Wellenldngen (HERSCHEL-Effekt) besitzen und durch den Photoef-
fekt infolge der damit verbundenen Elektronenabspaltung zerstort werden, tritt bei
der ersten Keimstufe Sattigung ein, und aus der Reduktion der Ordnung der Zeit um
eine Stufe folgt unmittelbar die SCHWARZSCHILD-Bezichung (12,13). Fiithrt man in
diese Beziehung den Ausdruck fiir die Elektronensattigungskonzentration (3) ein, so
erhdlt man in Erweiterung der SCHWARZSCHILD-Beziehung eine Formel (17), die das
Reziprozitéitsverhalten der photographischen Schicht im Bereich des normalen und des
inversen Schwarzschild-Effektes beschreibt.

Dariiber hinaus ermoglicht die ,,Kaskadentheorie“ Aussagen iiber das Rezipro-
zitatsverhalten im Bereich extrem kurzer und extrem langer Belichtungszeiten.

Die analytische Darstellung der Schwérzungskurve geht von der P0O1SsONschen
Wahrscheinlichkeit der durch den Entwickler reduzierten Silberbromidkoérner aus, wo-
bei die mittlere Zellenbesetzungszahl eine Funktion des SCHWARZSCHILD-Produktes
EtP ist. Diese Darstellungsweise 148t sich im Prinzip u. a. auch auf die Solarisati-
onsschwarzungskurve anwenden. Es werden einige Beispiele fiir derartige berechnete
Schwarzungskurven angegeben.

Herrn Prof. Dr. LAU und Herrn Prof. Dr. PICHT bin ich fiir die Genehmigung zur
Vorversffentlichung des vorliegenden Aufsatzes als Auszug aus der Dissertation und
fiir helfende Kritik dankbar. Fiir Diskussionen und wertvolle Hinweise danke ich Herrn
Dr. MELCHER, Herrn Dr. SCHUTTE, Herrn Dr. ESTEL und Herrn Dipl.-Ing. KROBER.
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Comment of the author in 2008:

The article from the journal Zeitschrift fir wissenschaftliche Photographie is given
presently (2008) in form of an old yellowed reprint. It was the aim of the author
to reproduce the paper as far as possible faithfully in order to include it into the
INTERNET and to make it capable for call by the homepage www.ewald-gerth.de
as a pdf-file. The used word processing program LaTeX 2e enabled the advantageous
setting of formulae but required also word wrapping, so that it was to cope with
deviations of the typeface and the arrangement of the figures. In the formulae the
writing style of the variables in italics was taken over from the word processing program
for it was favored by this. The appendix with detailed derivations of formulae is left
out in the reproduced version. Concerning this, the author refers to the publication
printed in the journal: Z. wiss. Phot. 59, 1 (1965).

The article may be quoted further on in relation to the original of the year 1965.
Quoting the homepage by the address www.ewald-gerth.de/16.pdf is allowed, too.
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Analytical representation

of the photographic characteristic curve

accounting for the Schwarzschild-effect '

Ewald Gerth
Abstract

The build-up process of development specks at crystals of silver bromide in a photo-
graphic emulsion is regarded as a chain of equilibrium reactions, which are characterized
in that the forward reactions are determined by the concentration of free electrons in
the crystal lattice, whereas the back reactions take place due to chemical and thermal
decay as well as the photoelectric effect acting directly onto the already created specks.
If the intensity is low, the saturation concentration of electrons is proportional to the
light intensity of the exposure. In the case of high light intensity, however, the electron
concentration is proportional to the square root of the intensity.

On the assumption that specks of the first degree are distinguished by a high power
of absorption for light of special wavelengths, which leads to the destruction of the
speck by the photoelectric effect, saturation occurs already in the first reaction step,
resulting in the reduction of the order of the exposure time by one degree. The specks
grow from step to step by recharging with free electrons.

Replacing the reciprocity law of BUNSEN and ROSCOE E-t = const, with SCHWARZ-
SCHILD’s well-known law of blackening

Et? = const, (FE — intensity, ¢ — time, p — SCHWARZSCHILD-exponent)

the deviation from the reciprocity law describes the long-term exposure effect. The
validity of the blackening law is extended to long and short exposure times with a
transition region expressed by the formula

(V1+¢eE —1)t? = const. (e — sensitivity coefficient)

The analytical representation of the characteristic curve is based on the POIsson
probability of the silver bromide crystals reduced by the developer to metallic silver
with the average number of cell occupation as a function of the SCHWARZSCHILD-
product EtP (for low intensity £ and long time t only) or for the entire diapason of
low and high intensity together (long and short times, resp.),

Lo
S = 50[1 _ i /e_((\/l-i-eE—l)tp-e’Dz) /dx]
To
0

(S - blackening, x — thickness of the layer, D — optical density of the undeveloped layer)

The formula holds very well in the range from the toe up to the quasi-linear part
of the characteristic curve but shows increasing deviation at the shoulder the more
saturation of the density is reached. This is because the grain size distribution is not
accounted for, which was introduced in later derivations of the characteristic curve,
(see www.ewald-gerth.de/79abs.pdf ).

10 Article in German available by www.ewald-gerth.de/16.pdf
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Comment of the author in 2008:

The manuscript of the article was submitted to the journal Zeitschrift fiir wissenschaftliche Photogra-
phie, Photophysik und Photochemie (quoted: Z. wiss. Phot. 59 (1965), 1) on August 8", 1964 in order
to secure the priority for the explanation of the SCHWARZSCHILD-effect as an outcome of the kinetic
process of the step-like build-up of development specks at the silver halide grains in the photographic
emulsion. The article is an excerpt published in advance of the author’s thesis on double exposure
effects, which was defended at the Pidagogische Hochschule Potsdam on November 19", 1965.

The theses of the thesis are available in German by www.ewald-gerth.de/19thesen.pdf

An overlook of further publications gives the address: www.ewald-gerth.de/22abs.htm
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